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Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, 

daß zwischen je zwey Werthen, die ein entgegengesetztes 
Resultat gewähren, wenigstens eine reelle Wurzel der 
Gleichung liege. 



Von 

Bernard Bolzano. 



[3] Vorrede. 

Zwey Sätze in der Lehre von den Gleichungen gibt es, in 
Betreff deren man noch vor Kurzem sagen konnte, daß ein 
völlig richtiger Beweis derselben unbekannt sey. Der eine ist der 
Satz: daß zwischen je zwey Werthen der unbekannten 
Größe, die ein entgegengesetztes Resultat gewähren, 
allemahl wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung 
liegen müsse. Der andere lautet: daß jede algebraische 
rationale ganze Function einer veränderlichen Größe 
sich in reale Factoren des ersten oder zweyten Gra- 
des zerlegen lasse. — Von dem letzteren Satze hat uns, 
nach mehreren mißlungenen Versuchen eines d'Alcmbert , Euler , 
de Foncenej-, La Grange, La Place , Klügel u. A., im vorigen 
Jahre [4] endlich Hr. Gauß ein paar Beweise geliefert, die 
kaum mehr etwas zu wünschen übrig lassen dürften. Es be- 
schenkte uns zwar dieser vortreffliche Gelehrte schon in dem 
Jahre 1799 mit einem Beweise für diesen Satz*), der aber noch 
den von ihm selbst eingestandenen Fehler hatte, daß er die rein 
analytische Wahrheit auf eine geometrische Betrachtung 



*) Demonstratio nova Theorematis. omnein fnnctio- 
nem algebraicam rationalem integrant unius variabilis 
in factores reales pritni vel secundi gradus resolvi 
posse. Helinstadii. 4°. 1799. 

1* 
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gründete. Seine zwey neuesten Beweise*) aber sind auch 
von diesem Fehler ganz frei; indem die trigonometrischen 
Functionen, die in dem letzten Vorkommen, in einer rein 
analytischen Bedeutung aufgefaßt werden können und sollen 1 ). 

Der andere Satz, dessen wir oben erwähnt, gehört zwar eben 
nicht zu denjenigen Sätzen, welche das Nachdenken der Gelehr- 
ten bisher auf eiue ganz vorzügliche Weise beschäftigt hätten. 
Inzwischen finden wir doch, daß Mathematiker von großem 
Ansehen sich mit diesem Satze befaßt, und schon verschie- 
dene Beweisarten für ihn versucht haben. [5] Wer sich hievon 
überzeugen will, vergleiche nur die verschiedenen Darstellungen, 
welche von diesem Satze z. B. Kästner**), Clairaut***), 
Lacroixf), Metternich ff), Kliigel fff), La Grange §), 
Kösling§§) u. m. A. gegeben haben. 

Daß aber keine dieser Beweisarteu als genügend angesehen 
werden könne, zeigt sich bei einer genaueren Prüfung derselben 
sehr bald. 

[6] I. Bei der gewöhnlichsten Beweisart stützt man sich 
auf eine aus der Geometrie entlehnte Wahrheit: daß nämlich 
eine jede kontinuierliche Linie vou einfacher Krüm- 
mung, deren Ordinaten erst positiv, dann negativ 
sind (oder umgekehrt), die Abscissenlinie nothwendig 
irgendwo in einem Punkte, der zwischen jenen Ordi- 
naten liegt, durchschneiden müsse. Gegeu die Richtig- 
keit sowohl, als auch gegen die Evidenz dieses geometrischen 
Satzes ist gar nichts einzuwenden. Aber eben so offenbar ist 
auch, daß es eiu nicht zu duldender Verstoß gegen die gute 
Methode sei, Wahrheiten der reinen (oder allgemeinen Mathe- 



* Demonstratio nova altera etc., und Demonstratio 
nova tertia; beide vom Jahre 1816. 

**) Anfangsgründe der Analysis endlicher Größen. 
3. Aufl. § 316. 

*** Elf*mens d’Algebre. ö™'« Edit. Supplemens. Chap. I. 
no. 16. 

+) Elemens d’Algebre. 5 eme Edit. 

In seiner Uibersetzuug des eben angeführten Werkes von 
Lacroix. Mainz. 1811. § 211. 

•j-H-j In seinem mathematischen Wörterbuche. 2. Band 



§) Traitö de la resolntion des 6quations numeriques de tous 
les degr6s. Paris. 1808. 

§§ Grundlehren von den Formen. Differenzen. Ditfe- 
ialien und Integralien der Functionen. I. Teil. §4. 



S. 447 ff. 
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raatik (d. h. der Arithmetik, Algebra oder Analysis) aus Be- 
trachtungen herleiten zu wollen, welche in einen bloß ange- 
wandten (oder speciellen) Teil derselben, namentlich in die 
Geometrie gehören 2 ). Und hat man die Unschicklichkeit einer 
dergleichen uevaßaoig iig ä'/.ko yevog nicht längst schon ge- 
fühlt und anerkannt? Hat man sie nicht schon in hundert 
andern Fällen, wo man ein Mittel gewußt, vermieden, und 
diese Vermeidung sich zum Verdienste angerechnet?*) Muß 
man sich also nicht, wenn man anders folgerecht sein will, 
dieses auch hier zu thun bestreben ? — [7] Denn in der That, 
wer immer bedenket, daß die Beweise in der Wissenschaft 
keineswegs bloße Gewiß in achungen, sondern vielmehr Be- 
gründungen d. h. Darstellungen jenes objectiven Grundes, 
den die zu beweisende Wahrheit hat, seyn sollen: dem leuchtet 
von selbst ein, daß der echt wissenschaftliche Beweis, oder der 
objective Grund einer Wahrheit, welche von allen Größen 
gilt, gleich viel, ob sie im Raume oder nicht im Raume sind, 
unmöglich in einer Wahrheit liegen könne, die bloß von Größen, 
welche im Raume sind, gilt. Bey Festhaltung dieser Ansicht 
begreift man vielmehr, daß ein dergleichen geometrischer 
Beweis, wie in den meisten Fällen, so auch in dem gegen- 
wärtigen, ein wirklicher Zirkel sey. Denn ist gleich die geomet- 
rische Wahrheit, auf die man sich hier beruft, (wie wir schon 
eingestanden haben) höchst evident, und bedarf sie also keines 
Beweises als Gewißmachung; so bedarf sie nichts desto 
weniger doch einer Begründung. Denn sichtbar sind die 
Begriffe, aus denen sie besteht, so zusammengesetzt, daß man 
nicht einen Augenblick anstehen kann, zu sagen, sie gehöre 
keineswegs zu jenen einfachen Wahrheiten, welche man eben 
deßhalb, weil sie nur Grund von andern, selbst keine Folgen 
sind, Grundsätze oder Grundwahrheiten nennet; sie sey 
vielmehr ein Lehrsatz oder eine Folgewahrheit, d. h. eine 
solche Wahrheit, die ihren Grund in gewissen andern hat, und 
daher auch in der Wissenschaft durch Herleitung aus densel- 
ben, dargethan werden muß**). [8]Nun denke, wer da will, dem 

* Ein Beyspiel geben die vorhin angeführten Abhandlungen 
des Hrn. Prof Gauß. 

**} Man vergleiche über dieß Alles meine Beyträge zu einer 
begründeteren Darstellung der Mathematik. Iste Liefe- 
rung. Prag 1810. 41. Abth. §§. 2. 10. 20. 21, wo man die logischen 
Begriffe, welche ich hier als bekannt voraus setze, entwickelt 
findet. 
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objectiven Grunde nach, warum eine Linie unter den vorhin 
erwähnten Umständen ihre Abscissenlinie durehschneide: so wird 
gewiß jeder sehr bald gewahr werden, daß dieser Grund in 
nichts Andern liege, als in jener allgemeinen Wahrheit, zufolge 
deren jede stetige Function von x, welche für einen Werth von 
x positiv, für einen andern negativ wird, für irgend einen da- 
zwischen liegenden Werth von x zu Null werden muß. Und 
dieß ist eben die Wahrheit, die hier bewiesen werden soll. 
Weit gefehlt also, daß diese letztere aus jener hergeleitet wer- 
den dürfte (wie dieß in der Beweisart, die wir jetzt prüfen, 
geschieht): muß vielmehr umgekehrt diese von jener abgeleitet 
werden, wenn man die Wahrheiten in der Wissenschaft eben 
so darstellen will, wie sie nach ihrem objectiven Zusammen- 
hänge mit einander verbunden sind. 

II. Nicht minder verwerflich ist der Beweis, den Einige 
aus dem Begriffe Stetigkeit einer Function, mit EinmeDgung 
der Begriffe von Zeit und Bewegung, führten. [9] »Wenn 
»sich zwey Functionen f[x) und <p(x), sagen sie, nach dem 
»Gesetze der Stetigkeit ändern, und wenn für x = a, f(u) <C 
»r/>(a); für x = ß aber f(ß)'ß>fp{ß) ist: so muß es irgend 
»einen zwischen u und ß liegenden Werth u geben, für welchen 
*f[u) = (p{u) ist. Denn wenn man sich vorstellt, daß die ver- 
»änderliche Größe x in diesen beyden Functionen nach und 
»nach alle zwischen a und ß liegende Werthe, und in dem- 
» selben Augenblicke immer beyderseits denselben Werth an- 
»nimmt: so ist im Anfänge dieser stetigen Werthveränderung 
»von x, f[x)<C.(p[x), und am Ende f{x) )> cp (x). Da aber 
»beyde Functionen vermöge ihrer Stetigkeit erst alle mittleren 
»Werthe durchgehen müssen, bevor sie zu einem höheren ge- 
»langen können; so muß es irgend einen mittleren Augen- 
»blick geben, in welchem beyde einander gleich waren.« — 
Dieses versinnlicht man noch durch das Bevspiel der Bewe- 
gung zweyer Körper, deren der eine anfangs hinter dem 
andern war, zuletzt ih m vorgeeilt ist, und folglich nothwendig 
einmahl bey ihm vorbey gegangen seyn muß. — 

Niemand wird wohl in Abrede stellen, daß der Begriff der 
Zeit, und vollends jener der Bewegung in der allgemeinen 
Mathematik eben so fremdartig sey, als der des Baumes. 
Gleichwohl, wenn diese zwey Begriffe hier nur der Erläute- 
rung wegen eingemengt waren, hätten wir nichts dagegen zu 
erinnern. [10 Denn aueh wir sind keineswegs einem so tiber- 
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triebenen Purismus zugethan, der, um die Wissenschaft von 
allem Fremdartigen rein zu erhalten, verlangt, daß man in ihrem 
Vortrage nicht einmahl einen aus fremdem Gebiethe entlehnten 
Ausdruck, auch nur in uneigentlicher Bedeutung und in der 
Absicht aufnehme, um eine Sache so kürzer und klarer zu be- 
zeichnen, als es durch eine in lauter eigentümlichen Benen- 
nungen abgefaßte Beschreibung geschehen kann, oder nur, um 
den Uibelklang der steten Wiederholung der nähmlichen Worte 
zu meiden, oder um durch den bloßen Nahmen, den man der 
Sache beylegt, schon an ein Beyspiel zu erinnern, das zur 
Bestätigung der Behauptung dienen kann. Hieraus ersieht man 
zugleich, daß wir auch Beyspiele und Anwendungen nicht 
im Geringsten für etwas Solches halten, das der Vollkommen- 
heit des wissenschaftlichen Vortrages Abbruch thue. Nur dieses 
fordern wir dagegen strenge: daß man die Beyspiele nie statt 
der Beweise aufstelle, und auf bloß uneigentlich gebrauchte 
Redensarten, und auf die Nebenvorstellungen, die sie mit sich 
führen, niemahls die Wesenheit des Schlusses selbst gründe, so 
daß der letztere wegfällt, sobald man jene ändert. 

Nach diesen Ansichten dürfte sich also noch allenfalls die 
Einmengung des Begriffes der Zeit in obigem Beweise ent- 
schuldigen lassen; weil auf die Redensarten, die von ihm her- 
genommen sind, kein Schluß gegründet wird, der nicht auch 
ohne ihn gälte. [11] Keineswegs aber kann die zuletzt gege- 
bene Versinnlichung durch die Bewegung eines Körpers 
für etwas Mehreres angesehn werden, als für ein bloßes Bey- 
spiel, das den Satz selbst nicht beweist, vielmehr durch ihn 
erst bewiesen werden muß. 

a. Halten wir uns also mit Weglassung dieses Beyspiels 
nur an das übrige Raisonnement. Bemerken wir zuvörderst, 
daß in demselben ein unrichtiger Begriff der Stetigkeit zu 
Grunde gelegt sey. Nach einer richtigen Erklärung nähm- 
lich versteht man unter der Redensart, daß eine Function 
f[x ) für alle Werthe von x , die inner- oder außerhalb 
gewisser Grenzen liegen*), nach dem Gesetze der 

*) Es gibt Functionen, welche für alle Werthe ihrer Wurzel 
stetig veränderlich sind. z. B. nx-\-ßx. Allein es gibt auch andre, 
die sich nur inner- oder außerhalb gewisser Grenzwerthe ihrer 
Wurze l nach dem Gesetze der Stetigkeit ändern. So ändert sich 
x+yil — xj (2- — x) nnr für alle Werthe von x die < + 1, oder 
> + 2 sind, stetig; nicht aber für die Werthe, die zwischen -j- 1 
und -f 2 liegen. 
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Stetigkeit sich andre, nur so viel, daß, wenn x irgend 
ein solcher Werth ist, der Unterschied f(x -+- io ) — f(x ) 
kleiner als jede gegebene Größe gemacht werden 
könne, wenn man w so klein, als man nur immer will, 
annehmen kann; [12] oder es sey (nach den Bezeichnungen, 
die wir im §. 14. des binomischen Lehrsatzes u. s. w. Prag 
1816, eingeführt) f(x + w) = f[x) ß 3 ). Daß aber, wie man 
in diesem Beweise annimmt, die stetige Function niemahls zu 
einem höheren Werthe gelange, ohne erst alle niedrigeren durch- 
gegangen zu seyn, d. h. daß f(x nJx) jeden zwischen fix) 
und f(x -4- Jx) liegenden Werth annehmen könne, wenn man 
n nach Belieben zwischen 0 und -f- 1 nimmt: das ist wohl 
eine sehr wahre Behauptung, aber sie kann nicht als Erklä- 
rung des Begriffes der Stetigkeit angesehn werden, sondern ist 
vielmehr ein Lehrsatz über denselben; und zwar ein solcher, 
der sich nur erst nach Voraussetzung des Satzes selbst beweisen 
läßt, zu dessen Beweise man ihn hier anwenden will 4 ). Denn 
wenn M irgend eine zwischen f(x) und f[x -j- Jx) liegende 
Größe bedeutet; so ist die Behauptung, daß es irgend einen 
zwischen 0 und 1 liegenden Werth von n gebe, für welchen 
fx H- nJx) = M ist, nur ein besonderer Fall von der all- 
gemeinen Wahrheit, daß, wenn /'( x <f tp( x) und f(x -+- Jx) 

</•(* + Jx) ist, es irgend einen mittleren Werth x -)- nJx 
geben müsse, für welchen f(x -(- nJx) = (p [x -f- nJx) ist. 
Aus dieser allgemeinen Wahrheit nähmlich ergibt sich jene 
erstere Behauptung in dem besondern Falle, wo die Function 
(f x) in eine constante Größe M übergehet. 

[13' b. Aber gesetzt auch, man könnte diesen Satz auf einem 
andern Wege darthun: doch würde der Beweis, den wir prüfen, 
noch einen andern Fehler haben. Daraus nähmlich, daß f(a) ß> 
(p[a) und f(ß) <f <p(ß) ist, würde nur folgen, daß wenn u irgend 
ein zwischen a und ß liegender Werth ist, bei welchem (p(u) ß> 
ip(a) aber <^<f{ß) ist; so werde f(x), bevor es aus f(a) in 
ftßj übergeht, d. h. bey irgend einem x, das zwischen a und 
ß liegt, ebenfalls = <p u . Ob aber dieses bey eben dem- 
selben Werthe von x, der = ic ist, geschehe; d. h. (weil u 
jeden beliebigen Werth zwischen a und ß bedeuten kann, der 
qp(«) (p[a) nnd <f<p[ß) macht) ob es irgend einen zwischen 

er und ß liegenden Werth von x gibt, bey welchem bey de 
Functionen fx) und rp(x) einander gleich werden: das würde 
noch immer nicht folgen. 
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c. Das Täuschende des ganzen Beweises beruhet überhaupt 
nur auf der Einmengung des Begriffes der Zeit. Denn wenn 
man diesen wegläßt, so zeigt sich alsbald, daß der Beweis 
nichts anders, als eine Wiederholung des zu beweisenden Satzes 
selbst mit andern Worten ist. Denn sagen, daß die Function 
fix), bevor sie aus ihrem Zustande des Kleinerseyns in den des 
Größerseyns übergeht, erst durch den des Gleichseyns mit 
<p(x) hindurch gehen müsse; heißt ohne Zeitbegriffe sagen, 
daß unter den Werthen, die f[x) annimmt, wenn man für 
x jeden beliebigen Werth zwischen u und ß setzt, auch einer 
sey, der fix) — <p(x) macht; was der zu beweisende Satz 
selbst ist. 

[14] III. Andere beweisen unsern Satz, indem sie folgenden, 
entweder ganz ohne Beweis, oder doch nur gestutzt auf einige 
aus der Geometrie entlehnte Beyspiele, zum Grunde legen: 
»Jede veränderliche Größe kann aus einem bejahten 
»Zustande im einen verneinten nur durch den Zu- 
»stand des Nullseyns oder den der Unendlichkeit 
»übergehen.« Da nun das llesultat einer Gleichung bey 
keinem endlichen Werthe der Wurzel unendlich groß wer- 
den kann: so muß, wie sie schließen, jener Uibergang hier 
durch Null geschehen. — 

a. Wenn man in obigem Satze die uneigentliche Vorstel- 
lung eines Uiberganges, die den Begriff einer Veränderung 
in Zeit und Raum enthält, absondern will; wodurch von selbst 
auch schon der ungereimte Ausdruck eines Zustandes des 
Nichtvorhandenseyns wegfüllt: so bekömmt man am Ende 
folgenden Satz: »Wenn eine veränderliche Größe, die 
»von einer andern x abhängig ist, für x — u bejaht, 
»für x = ß verneint befunden wird: so gibt es jedes- 
»mahl einen zwischeu a und ß gelegenen Werth von x, 
»für den sie Null, oder aber einen, für den sie unend- 
lich wird.« 15] Und nun bemerkt gewiß ein Jeder, daß 
eine so zusammengesetzte Behauptung keine Grundwahrheit sey, 
sondern bewiesen werden müsse; daß aber ihr Beweis kaum 
leichter seyn dürfte, als der des Satzes selbst, zu dessen Be- 
hufe man sie aufstellen will. 

b. Ja bey genauerer Betrachtung zeigt sich, daß sie im 
Grunde sogar identisch mit ihm sey. Denn es ist nicht 
zu vergessen, daß diese Behauptung eigentlich nur dann erst 
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wahr ist, wenn sie von bloß stetig veränderlichen Größen 
verstanden wird. So hat z. B. die Fnnction x + V[x — 2) [x ■+■ 1) 
für x — -j- 2 wohl allerdings einen bejahten, für x — — 1 
einen verneinten Werth; dennoch, weil sie sich innerhalb 
dieser Grenzen nicht nach dem Gesetze der Stetigkeit ändert: 
so gibt es auch keinen innerhalb 2 und — 1 liegenden 
Werth von x, für welchen sie Null oder unendlich würde. 
Schränkt man aber die Behauptung auf bloß stetig veränder- 
liche Größen ein; so muß man auch diejenigen Functionen, 
die für einen gewissen Werth ihrer Wurzel unendlich werden, 

d 

ausschließen. Denn eine solche Function, wie , ist eigent- 

0 X 

lieh nicht für alle Werthe von x, sondern nur für alle, die 
]> oder <[ b sind, stetig veränderlich. Denn für den Werth 
x = b erhält sie gar keinen bestimmten Werth, sondern wird 
das. was man unendlich groß nennt. [16j Also kann man auch 
nicht sagen, daß die Werthe, die sie für x = b io annimmt, 
die alle bestimmt sind, dem Werthe, den sie für x — b er- 
hält, so nahe kommen können, als man nur immer will. Und 
dieß gehört doch zu dem Begriffe der Stetigkeit (II. a). Setzt 
man nun zu der obigen Behauptung den Begriff der Stetigkeit 
noch hinzu und läßt dagegen den Fall des Unendlichwer- 
dens hinweg: so geht sie wörtlich in den Satz, der erst be- 
wiesen werden sollte, über; nähmlicb, daß jede stetig veränder- 
liche Function von x, welche für x = a bejaht, für x — ß 
verneint ist, für irgend einen zwischen u und ß liegenden Werth 
zu Null werden müsse. 

IV. Irgendwo liest man folgenden Schluß: »Weil f[x) 

»für x = a bejaht, für x = ß verneint ist: so muß es 
»zwischen a und ß zwey Größen a und b geben, bey 
»denen der Uibergang aus den bejahten Werthen 
»der f ! x) in die verneinten geschieht; so zw r ar, daß 
»zwischen a und b kein W T erth von x mehr fällt, für 
»den f[x) noch bejaht oder verneint wäre.* U. s. w. — 
Dieser Irrthum bedarf kaum einer Widerlegung und würde hier 
gar nicht angeführt werden, wenn er nicht zum Beweise diente, 
wie undeutlich noch die Begriffe mancher selbst angesehener 
Mathematiker über diesen Gegenstand sind. [17] Es ist doch be- 
kannt genug, daß es zwischen je zwey einander auch noch so 
nahe stehenden Werthen einer unabhängig veränderlichen 
Größe, dergleichen die Wurzel x einer Function ist, immer 
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noch unendlich viele mittlere Werthe gebe; und eben so, daß 
eine jede stetige Function kein letztes x, das sie bejaht, und 
kein erstes x, das sie verneint macht, also kein solches a 
und b , wie hier beschrieben wird, besitze! — 

V. Das Mißlingen dieser Versuche, den Satz, von dem wir 
handeln, unmittelbar zu beweisen, leitete auf den Gedanken, 
ihn aus dem zweyten Satze, dessen wir anfangs erwähnt, 
uähmlich aus dem von der Zerlegbarkeit jeder Function 
in gewisse Factoren abzuleiten. Es ist auch kein Zweifel, 
daß, wenn dieser zugegeben wird, jener aus ihm geschlossen 
werden könne. Aber der Umstand ist nur, daß eine solche 
Ilerleitung desselben keine echt wissenschaftliche Begründung 
heissen könnte, indem der zweyte Satz offenbar eine viel 
zusammengesetztere Wahrheit ausspricht, als unser gegen- 
wärtiger; daher sich jener wohl auf diesen, nicht aber umge- 
kehrt dieser auf jenen gründen kann. Wirklich ist es auch 
noch Niemand gelungen, jenen ohne Voraussetzung von diesem 
zu beweisen. Betreffend die Beweise, deren Unstatthaftigkeit 
schon Hr. Gauß in seiner Abhandlung vom Jahre 1799 ge- 
zeigt hat; [18] so ist es eben darum, weil sie bereits als un- 
statthaft erwiesen worden sind, nicht nöthig, zu untersuchen, 
ob sie auf unsern Satz sich gründen oder nicht. Der Beweis 
des Herrn La Place*) hat gleichfalls seine Fehler, die wir 
jedoch schon darum hier nicht auseinander zu setzen brauchen, 
weil derselbe ausdrücklich auf unsern gegenwärtigen Satz ge- 
gründet ist. Und eben so brauchen wir auch auf den zuerst 
erschienenen Beweis des Hrn. Gauß keine Rücksicht zu neh- 
men, weil dieser sich auf geometrische Betrachtungen stützet. 
Inzwischen wäre es leicht darzuthun, daß auch in ihm unser 
Satz stillschweigend angenommen wird, indem die geometrischen 
Betrachtungen, die in ihm angestellt werden, ganz jenen ähn- 
lich sind, deren wir no. I. erw'ähnet. — Alles kömmt also nur 
noch auf des Herrn Gauß Demonstratio nova altera und 
tertia an. Jene beruft sich auf unsern Satz ausdrücklich ; in- 
dem sie S. 30 voraussetzt: aequationem ordinis imparis certo 
solubilem esse; eine Behauptung, die bekanntlich nichts anders, 
als eine leichte Folgerung aus unserm Satze ist. Nicht so 
offenbar ist es bey der Demonstratio nova tertia. daß sie von 

*) In dem Journal de l’ecole normale, oder auch in des la 
Croix Traite du calcul diff. et int. T. I. no. 162.163. 
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unserin Satze abhängt. Sie gründet sich unter Anderm auf 
folgenden Lehrsatz: [19] Wenn eine Function für alle 
Werthe ihrer veränderlichen Größe x , die zwischen 
u und ß liegen, stets positiv verbleibt; so hat auch 
ihr Integral, so genommen, daß es für x = a ver- 
schwindet, und daß hierauf x = ß gesetztrist, einen 
positiven Werth. Nun findet man zwar in dem Beweise, 
den uns La Gr an ge*) für diesen Lehrsatz geliefert, keine 
ausdrückliche Berufung auf den unsrigen. Allein dieser La 
Gran ge sehe Beweis hat auch noch eine Lücke. Er fordert 
nähmlich. die Größe i so klein zu nehmen, daß 

fix 4- i) — f[x) 

_ f[ Xj < f' {x +f'{x-\-i)+f'[x + 2i) + ..-\-f f [x + {n— l)i) 



werde, wobey das l’roduct i . n einer gegebenen Größe gleich 
bleiben soll, und die bekannte Bezeichnung f'[x) die erste ab- 
geleitete Function von fix) vorstellt. Hier entsteht mm die 
Frage, ob die Erfüllung dieser Forderung auch möglich sey? 

fix -f- z) fix) 

Je kleiner man i nimmt, um den Unterschied - — 

— fix) zu vermindern, desto größer muß man auch n, den 
Divisor in dem Ausdrucke rechter Hand annehmen, wenn i.n 
stets der gegebenen Größe gleich bleiben soll. [20 Nun ver- 
mehret sich zwar auch die Menge der Glieder in dem Zähler: 
ob aber diese Vermehrung den Zähler neben dem Verhältnisse, 
wie der Nenner wächst, vergrößere, ob sich der Werth des 
ganzen Bruches durch die Verminderung von i, nicht vielleicht 
eben so stark oder noch stärker vermindere, als der Ausdruck 

: 1 - — f[x ) , das ist noch zu erweisen. Soll diese 

% 

Lücke nun ausgefüllt werden; so wird dieß wohl nur durch 
Berufung auf unsera gegenwärtigen Satz geschehen können; 
da wir uns schon bey dem Beweise eines mit diesem La 
Grangescheu verwandten, obgleich viel einfacheren Lehr- 
satzes **) auf ihn beziehen mußten. 



* Le^ons sur le Calcul des fonctions. Nouvelle Edition. Paris. 
1806. Leg. 9. p. 89. 

** Nähuilicli des Satzes §29 in der Abhandlung: der bino- 
! sche Lehrsatz u. s. w. 
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So mangelhaft also sind alle bisherigen Beweise des Satzes, 
der auf dem Titel dieser Abhandlung genannt ist. Derjenige 
nun, den ich hier der Beurtheiluug der Gelehrten vorlege, ent- 
hält, wie ich mir schmeichle, nicht eine bloße Gewiß m ach ung, 
sondern die objective Begründung der zu beweisenden Wahr- 
heit; d. h. er ist echt wissenschaftlich.*) 

[21] Folgendes ist eine kurze Uibersicht des Ganges, den 
er nimmt. 

Die zu beweisende Wahrheit, daß zwischen den zwey Wer- 
then a und ß, die ein entgegengesetztes Resultat gewähren, 
jederzeit wenigstens eine reelle Wurzel liege, beruhet offenbar 
auf jener allgemeineren, daß, wenn zwey stetige Functionen 
von x, f[x) und rp(x), von solcher Beschaffenheit sind, daß für 
x = a, f[u) <ß (f [ct). für x — ß aber f(ß) (p{ß) ausfällt, 
allemahl irgend ein zwischen a und ß liegender Werth von x 
vorhanden seyn müsse, für welchen f[x) = <p (x) wird. Allein 
wenn f(a)<^rp(a) ist; so ist vermöge des Gesetzes der Stetig- 
keit auch noch f(ce -f- i) (p{a -f- tj, wenn man nur i klein 
genug annimmt. [22] Die Eigenschaft des Kleinerseyns 
also kömmt der Function von i, die der Ausdruck f[a -j- i) 
darstellt, für alle Werthe von i zu, die kleiner sind, als ein 
gewisser. Gleichwohl kömmt diese Eigenschaft ihr nicht für 
alle Werthe von i ohne Einschränkung zu; nahmentlich nicht 
für ein i, daß — ß — u wäre; indem fiß) schon [> <p{ß) ist. 
Nun gilt der Lehrsatz, daß so oft eine gewisse Eigenschaft 
M allen Werthen einer veränderlichen Größe i, die kleiner als 
ein gegebener sind, und doch nicht allen überhaupt zukömmt: 
so gibt es jederzeit irgend einen größten Werth u, von dem 
behauptet werden kann, daß alle i, die u sind, die Eigen- 
schaft M besitzen. Für diesen Werth von i selbst kann nun 
/"(«-)-«) nicht <[<7>(a + M) seyn; weil sonst nach dem Ge- 

*) Doch erwarte man nicht, daß ich hier etwa schon alle 
Regeln befolge, die in den Beyträgen zu einer begründe- 
teren u. s. w. (II. Abth.) für die Construction eines echt wis- 
senschaftlichen Vortrags von mir selbst aufgestellt worden 
sind. [81] Denn bin ich gleich von der Richtigkeit dieser Regeln noch 
immer vollkommen überzeuget: so ist doch eine genane Befolgung 
derselben nur dort allein möglich, wo man den Vortrag einer Wissen- 
schaft von ihren ersten Sätzen und Begriffen anfängt; nicht aber 
dort, wo man nur einige Lehren derselben, herausgehoben aus dem 
Zusammenhänge des Ganzen abhandelt; wie dieses hier geschieht. 
Diese Bemerkung ist denn, wie sich von selbst versteht, auch auf 
die Abhandlung über den binomischen Lehrsatz zu beziehen. 
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setze der Stetigkeit auch noch f(u -j- u -f- u>) <[ tp(a -f- u -f- tu) 
wäre, wenn man tu nur klein genug annähme. Und folglich 
wäre es nicht wahr, daß u der größte von den Werthen ist, 
von welchen die Behauptung gilt, daß alle unter ihm stehende 
Werthe von i, f(u + i) < fp(a -f- i) machen; sondern u -f- tu 
wäre ein noch größerer Werth, von dem dasselbe gilt. Noch 
weniger aber kann f(a + u) ]> tp [a 4- u ) seyn ; indem sonst 
auch f[a -f-M — tu) tp (a -f- u — tu) seyn müßte, wenn man 
tu klein genug nimmt; und folglich wäre es nicht wahr, daß 
für alle Werthe von », die <1 u sind, i ) <^tp(a - f- i) 

sey. So muß denn also f(a + u) = tp (a -f- u) seyn; d. h. es 
gibt einen zwischen u und [i liegenden Werth von x, nähmlich 
| 23 u + u, für welchen die Functionen f[x) und tp[x) einander 
gleich werden. Es handelt sich nur noch um den Beweis des 
erwähnten Lehrsatzes. Diesen erweisen wir nun, indem wir 
zeigen, daß jene Werthe von i, von welchen behauptet wer- 
den kann, daß alle kleineren die Eigenschaft M besitzen, und 
jene, von denen sich dieß nicht mehr behaupten läßt, einander 
so nahe gebracht werden können, als mau nur immer will; 
woraus sich für Jeden, der einen richtigen Begriff von Größe 
hat, ergibt, daß der Gedanke eines t, welches das größte der- 
jenigen ist, von denen gesagt werden mag, daß alle unter ihm 
stehende die Eigenschaft M besitzen, der Gedanke einer reellen 
d. h. wirklichen Größe sei 5 ). 



Bevor ich noch diese Vorrede schließe, mögen mir ein 
Geständniß und eine Bitte erlaubt seyn, welche sich nicht bloß 
auf diese gegenwärtige, sondern auf meine sämmtlichen, 
auch, so Gott will, künftigen Schriften beziehen. 

Schon aus dem Wenigen, so bisher erschienen ist, vor- 
nehmlich aber aus jenem Grundrisse einer neuen Logik, den 
die erste Lieferung der Beyträge zu einer begründeteren 
Darstellung der Mathematik in ihrer zwevten Abthei- 
lung unter der Uiberschrift: [24 über die mathematische 
Methode, liefert, konnte ein aufmerksamer Leser entnehmen, 
daß ich gewisse Ansichten hege, die, werden sie anders nicht 
als durchaus unrichtig befunden werden, eine gänzliche l'm- 
staltung aller rein apriorischen Wissenschaften zur 
Folge haben müssen. Den größten und wichtigsten Theil dieser 
Ansichten habe ich bereits durch eine so lange Zeit und mit 
so vieler Unbefangenheit geprüfet; daß es wohl nicht mehr zu 
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frühe ist, wenn ich jetzt etwas lauter davon zu sprechen wage. 
Es können aber Ansichten, welche das ganze Gebiet einer oder 
mehrerer Wissenschaften umfassen, auf eine doppelte Art be- 
kannt gemacht werden; indem man sie entweder auf einmahl 
und im Zusammenhänge, oder auch theilweise und in einzelnen 
Abhandlungen vorträgt. Die erste Art ist bisher bey weitem 
die gewöhnlichste gewesen; und ohne Zweifel auch der Weg, 
den jeder einschlagen muß, dem es nur darum zu thun ist, 
um in der kürzesten Zeit zu großem Ansehen bei dem gelehr- 
ten Theile seiner Zeitgenossen zu gelangen. Für die Vervoll- 
kommnung der Wissenschaften aber däucht mir die zweyte 
Ver fahrungsart viel zuträglicher zu seyn; und zwar aus folgen- 
den Gründen: 

Erstlich, weil der Entdecker der neuen Ansichten auf 
diese Art viel weniger Gefahr läuft, sich zu übereilen; indem 
der theilweise Vortrag seiner Meinungen ihm gestattet, seine 
Erklärung über Puncte, worüber er anfangs noch selbst im 
Zweifel steht, auf eine spätere Zeit zu verschieben; aus den 
Beurtheilungen aber, die das schon Vorgetragene erfährt, zu 
lernen, und manches unrichtig Gegebene noch zu berichtigen. 

[25] Zweytens läßt sich bey einer solchen bloß theilweise 
vor sich gehenden Entfaltung seiner Ansichten auch eine weit 
strengere Prüfung derselben von Seite der Leser erwarten. 
Denn wer mit einem schon vollendeten Systeme auftritt, bietet 
der Aufmerksamkeit unseres Geistes auf einmahl eine zu große 
Anzahl neuer Behauptungen dar, als daß zu hoffen wäre, wir 
werden jede derselben mit eben der Genauigkeit prüfen, als 
wenn sie uns einzeln vorgelegt worden wäre. Wer einen voll- 
ständigen Lehrbegriff liefert, zeigt, oder soll wenigstens zeigen, 
wie auch aus seinen abweichenden Vordersätzen sich jene 
Wahrheiten, die der gesunde Menschenverstand mit unläugbarer 
Sicherheit erkennt, herleiten lassen. Gerade dieses aber söhnt 
uns mit jenen Vordersätzen aus, und macht, daß wir sie ihm 
viel unbedenklicher zugeben werden, als wenn er sie einzeln 
aufgestellt, und uns in Zweifel gelassen hätte, ob und in wie 
fern sie sich mit allem Uibrigen, was für uns Wahrheit ist, 
vertragen. Endlich ist wohl auch nicht zu läuguen, daß schon 
der bloße Anblick eines dickleibigen Buches, das ein voll- 
ständiges System dieser oder jener Wissenschaft verspricht, 
uns eine Art von Achtung eintiöße, bevor wir es noch gelesen 
haben. Entdecken wir nun beym Lesen selbst einen gewissen 
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Zusammenhang in den Behauptungen desselben; hat das Gebäude 
des menschlichen Wissens, das man uns hier im Grundrisse dar- 
stellt, eine gefällige Form ; [26] ist alles angelegt nach Maß und 
und Zahl und Symmetrie: so wird unser Urtheil bestochen; so 
fangen wir selbst an zu wünschen, hier endlich möchte doch 
jenes einzig richtige System, das wir so lange schon ge- 
sucht, vorhanden seyn! Und das Geringste, was erfolgt, ist. 
daß wir uns einbilden, um des bemerkten Zusammenhanges 
willen stehe uns höchstens Eines von Beydem frey, entweder 
das Ganze anzunehmen, oder das* Ganze zu verwerfen; wäh- 
rend doch in der That weder das Eine, noch das Andere ge- 
schehen sollte ! 

Dieß ohngefähr waren die Gründe, aus welchen ich schon 
im Jahre 1804 beschloß, in keiner Wissenschaft je mit der 
Herausgabe eines vollständigen Lehrbuchs anzufangen: 
sondern in jeder meine von den gewöhnlichen abweichenden 
Begritfe uur erst in einzelnen Abhandlungen bekannt zu machen. 
Und, wenn diese nach vielfältiger Berichtigung bey einem Theile 
des Publicums Beytäll gefunden haben, dann erst soll an die 
Ausfertigung ganzer Systeme gedacht werden, wird anders nicht 
dieß letztere Geschäft der Tod Andern zu überlassen gebieten. 

Ich fing denn meine schriftstellerische Laufbahn mit einer 
die Mathematik betrefl'enden Abhandlung an und trug unter 
dem Titel: Betrachtungen über einige Gegenstände der 
Elementargeometrie (Frag, bey C. Barth. 1804), nebst meh- 
reren andern Ansichten, eine neue Theorie der Parallel en 
vor*). [27' Einige Jahre hierauf faßte ich den (Entschluß, 
meine gesummten in das Gebiet der Mathematik gehörigen 
Ansichten unter dem Titel: Beyträge zu einer begründe- 
teren Darstellung der Mathematik, lieferungsweise her- 
auszugeben. Allein gleich die erste dieser Lieferungen (Frag, 
bey C. Widtmann, 1810) hatte bey aller Wichtigkeit ihres In- 
haltes das Unglück, in einigen gelehrten Zeitschriften gar nicht, 
in andern nur sehr oberflächlich angezeigt und benrtheilt zu 
werden. Dieß nöthigte mich, die Fortsetzung dieser Beyträge 

t 

* Diese Theorie dürfte wenigstens des doppelten Umstandes 
wegen Aufmerksamkeit verdienen: erstlich, weil sie die einzige 
ist. der man doch keinen offenbaren Fehler nachzuweisen vermochte; 
dann weil der größte jetzt lebende Geometer Frankreichs, Le- 
gendre. in der zehnten Ausgabe seiner Elemens de Geometrie. 
Paris. 1813 gewiß ganz unabhängig von mir. auf eben dieselbe An- 
sicht der Dinge verfallen ist. 
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auf eine spätere Zeit zu verschieben, und mittlerweile erst zu 
versuchen, ob es mir nicht vielleicht gelänge, mich durch die 
Herausgabe einiger Abhandlungen, welche durch ihren Titel 
geeigneter wären, Aufmerksamkeit zu erregen, der gelehrten 
Welt etwas bekannter zu machen. [28] Zu diesem Zwecke 
erschien im J. 1816 der schon vorhin erwähnte binomische 
Lehrsatz u. s. w. 'Prag, bey Enders). Zu diesem Zwecke soll, 
meinem Wunsche nach, auch die gegenwärtige Abhandlung 
dienen, deren Herausgabe iiberdieß noch dadurch nöthig wurde, 
weil ich mich auf den Satz, den sie beweiset, in jener frühe- 
ren schon berufen hatte. Einige andre Abhandlungen, welche 
schon gleichfalls druckfertig ausgearbeitet sind, z. B. eine, 
welche den Titel fuhren soll: Die drey Probleme der 
R ectification , der Complanation und der Cubirung, 
ohne Betrachtung des unendlich Kleinen, ohne die 
Annahmen des Archimedes, und ohne irgend eine 
nicht streng erweisliche Voraussetzung gelöst, erwar- 
ten noch ihre Verleger. — 

Soll ich nun ferner auf diesem Wege, der mir der zu- 
träglichste scheint, fortfahren können: so bestehet die einzige 
Gunst des Publicums, um die ich bitten muß, darin, daß 
man diese einzelne Abhandlung ihres geringeren Umfanges 
wegen nicht übersehe, sondern sie vielmehr prüfe mit aller nur 
möglichen Strenge, die Resultate dieser Prüfung aber öffentlich 
kund machen wolle, damit, was vielleicht undeutlich gesagt 
ist, deutlicher erkläret, was ganz unrichtig ist, widerrufen werde, 
das Wahre und Richtige aber je eher je lieber zur allgemeinen 
Annahme gelange. 



Obtwalds Klassiker. 153. 
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Willkürlicher Satz 0 ). Wenu bei einer Reihe von 
Größen nicht etwa der besondere Fall obwaltet, daß anzu- 
fangen von einem gewissen Gliede die folgenden alle, jedes 
für sieh, Kuli sind, wie dieses Letztere z. B. bey der Bino- 
mialreihe für jeden positiven und ganz zähligen Exponenten 
», nach dem (n-f-lten) Gliede geschieht: so ist es offenbar, 
daß der Werth dieser Reihe, d. h. die Größe, die durch 
Summirung ihrer Glieder entsteht, nicht immer einerley ver- 
bleiben könne, wenn man die Menge der Glieder nach Belieben 
vermehret. Insonderheit muß sich dieser Werth gewiß jedes- 
mahi ändern, wenn man die Anzahl der Glieder nur um ein 
einzelnes, welches nicht Kuli ist, vermehret. Der Werth einer 
Reihe ist daher nebst dem Gesetze, welches die Bildung ihrer 
einzelnen Glieder bestimmt, auch noch von ihrer Anzahl ab- 
hängig; so daß derselbe auch bey unveränderter Gestalt und 
Größe der einzelnen Glieder eine veränderliche Größe 
vorstellt. [30] In dieser Rücksicht bezeichnen wir eine Func- 
tion von x, welche aus einer beliebig zu vermehrenden Reihe 
von Gliedern bestehet, und deren Werth sonach nebst x auch 
noch von ihrer Gliederzahl r abhängig ist, durch F( r )(x), 



oder F,x. So ist z. B. 
dagegen 


A -f- Bx 4- Cx 2 4- . 


. . 4- Rx r — F, x; 


A + Bx -f- Cx 2 4- . 


. . 4- Itx 4- . . -j- Sx r + s = F r + s *. 




§• 2. 




1. Zusatz. Die Werthveränderung 


, d. h. die Zu- 



oder Abnahme des Werthes, die eine Reihe durch die Ver- 
mehrung ihrer Gliederzahl um eine bestimmte Menge, z. B. 
um eines, erfährt, kann nach Beschaffenheit der Umstände bald 
eine beständige Größe (wenn nähmlich die Glieder der Reihe 
einander alle gleich sind), bald aber auch eine veränderliche 
seyn ; und in diesem Falle bald eine Größe, die zuweilen wächst 
zuweilen abnimmt, bald eine, die beständig wächst, bald eine, 
die beständig abnimmt. So ist die Aendernng, welche die Reihe 
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1 + 1 + 1 + 1 + -. 

erfährt, wenn sie um ein Glied vermehret wird, eine bestän- 
dige Größe; die Aenderung, welche die Reihe 

n -j- «e -f- ae 2 + ae 3 -f- 



durch die Vermehrung um ein Glied erfährt, eine verän- 
derliche Größe, wenn anders nicht etwa e = l ist, wird 
immer größer, wenn ^[>±1, und immer kleiner, wenn 
e <Z — 1. 



§. 3. 



[31] 2. Zusatz. Wenn die Werthänderung (Zu- oder Ab- 
nahme), die eine Reihe durch Vermehrung ihrer Gliedermenge 
um eine bestimmte Anzahl (z. B. um eines) erleidet, immer 
gleich groß verbleibt, oder gar immer größer wird; in bey- 
den Fällen auch noch cinerley Vorzeichen behält: so ist 
es einleuchtend, daß der Werth dieser Reihe größer als 
jede gegebene Größe zu werden vermag, wenn man die- 
selbe weit genug fortsetzen darf. Denn gesetzt der Zuwachs, 
den die Reihe durch eine Vermehrung von je n Gliedern er- 
fährt, sey = oder [> d, und mau begehre die Reihe so groß 
zu machen, daß sie die gegebene Größe D überschreitet: so 



nehme man nur eine ganze Zahl r, die = oder )> 



D 
~d ’ 



und 



verlängere die Reihe um r. n Glieder; so hat dieselbe hiedurch 
einen Zuwachs erhalten, der 

= oder [> [r . d = oder [> ~ d = D) ist. 



[32] §. 4. 

3. Zusatz. Dagegen gibt es auch Reihen, deren Werth, 
so weit man sie fortsetzen mag, eine gewisse Größe nie 
überschreitet. Von dieser Art ist gleich die Reihe: 

fl — fl -j— fl — fl — j— . . . , 

deren Werth, so weit man sie fortsetzen mag, immer entweder 
o oder a ist, also die Größe a nie überschreitet. 



§. 5. 

4. Zusatz. Unter diesen ist besonders merkwürdig die 
Classe derjenigen Reihen, welche die Eigenschaft besitzen, daß 

2 * 
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die Veränderung (Zu- oder Abnahme), welche ihr Werth 
durch eine auch noch so weit getriebene Fortsetzung 
ihrer Glieder erleidet, immer kleiner verbleibt, als eine gewisse 
Größe, die wieder selbst so klein, als man nur immer 
will, angenommen werden, kann, wenn man die Reihe schon 
vorher weit genug fortgesetzt hat. Daß es dergleichen Reihen 
gebe, beweiset uns nicht nur das Beyspiel aller derjenigen, 
deren Glieder, hinter einem gewissen, alle der Null gleich 
sind, die also eigentlich über dieß Glied hinaus gar keiner 
Fortsetzung, noch Werthveränderung mehr fähig sind, wie die 
Binomial reihe des §. 1: sondern von dieser Art sind auch 
alle Reihen, deren Glieder entweder eben so oder noch stärker 
abnehmen, als die einer geometrischen Progression, deren 
Exponent ein echter Bruch ist. [33 Denn der Werth der geo- 
metrischen Reihe 

a -j- ae -j- ae 2 + ....+ ae r 
1 — e r + 1 

ist bekanntlich = a - . Wird aber diese Reihe noch 

1 — e 

um s Glieder verlängert, so ist der Zuwachs 



ae r + 1 -f- ae r + 2 -f- ae 1 ' + 3 -J- . . . + ae 1 ' + * — ae' + 1 . 



1 — c s 

1 — c 



Wenn nun e <[ d= 1 ; so verbleibt dieser Zuwachs, wenn mau 
erst r hinlänglich groß genommen hat, kleiner als jede gege- 
bene Größe, wie groß auch .<? hinterher anwachsen mag. Denn 

weil e immer <[ ± 1 verbleibt, 



immer kleiner als ae' +1 . 



1 • cP 

so ist ae r + i .z offenbar 

1 — c 

— . Letztere Größe aber kann 



durch Vermehrung von r kleiner als jede gegebene werden ; 
indem derjenige Werth, den sie für ein nächst größeres r an- 
nimmt, aus dem nächst vorhergehenden durch die Multiplica- 
tion mit e, einem echten und unveränderlichen Bruche entstehet. 
(S. den binomischen Lehrsatz §. 22.) Es läßt sich also 
jede geometrische Progression, deren Exponent ein echter 
Bruch ist, erst so weit fortsetzen, daß der Zuwachs, der ihr 
hierauf durch jede noch fernere Fortsetzung zu Theil werden 
kann, kleiner als irgend eine gegebene Größe verbleiben muß. 
[34] Um desto mehr muß dieses von einer Reihe gelten, deren 
Glieder noch stärker abnehmen, als die einer fallenden geomet- 
rischen Progression. 
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§• 6 . 

5. Zusatz. Wenn man den Werth, welchen die Summe 
der ersten n, n -f- 1 , n + 2, . .., n r Glieder einer wie 
§. 5 beschaffenen Reihe hat, der Ordnung nach durch F„ (x), 
F„ + i(x), F n + i(x), . .., F n + ,(x) bezeichnet (§. 1): so stellen 
die Größen / 

F t (x), F 2 (xj, F 3 (x), ..., F n (x), ..., F H + r (x), ... 

nun eine neue Reihe vor (die summatorische der vorigen 
genannt). Diese hat der gemachten Voraussetzung nach die 
besondre Eigenschaft, daß der Unterschied, der zwischen ihrem 
n ten Gliede F„[x) und jedem späteren F„ + ,.(x), es sey auch 
noch so weit von jedem «ten entfernt, kleiner als jede gege- 
bene Größe bleibt, wenn man erst n groß genug angenommen 
hat. Dieser Unterschied ist nähmlich der Zuwachs, den die 
ursprüngliche Reihe durch eine Fortsetzung über ihr ntes 
Glied hinaus erfährt; und dieser Zuwachs soll der Voraus- 
setzung nach so klein verbleiben können, als man nur immer 
will, wenn man erst n groß genug angenommen hat. 

§. 7 . 

[351 Lehrsatz. Wenn eine Reihe von Größen 
i(4 F i[ x l *3(3), •••, FJx), ..., F„ + ,.(&), 

von der Beschaffenheit ist, daß der Unterschied zwischen ihrem 
wten Gliede F n [x) und jedem späteren F„ + r {x), sey dieses 
von jenem auch noch so weit entfernt, kleiner als jede gege- 
bene Größe verbleibt, wenn man n groß genug angenommen 
hat: so gibt es jedesmahl eine gewisse beständige Größe, 
und zwar nur eine, der sich die Glieder dieser Reihe immer 
mehr nähern, und der sie so nahe kommen können, als mau 
nur will, wenn man die Reihe weit genug fortsetzt 7 ). 

Beweis. Daß eine solche Reihe, wie sie der Lehrsatz 
beschreibt, möglich sey, erhellet aus §. 6. Die Annahme aber, 
daß die Größe X vorhanden sey, der sich die Glieder dieser 
Reihe bey immer weiterer Fortsetzung so sehr, als man nur 
immer will, nähern, enthält auch gewiß nichts Unmögliches, 
wenn man noch nicht voraussetzt, daß diese Größe nur eine 
einzige und unveränderliche sey. [36] Denn wenn es eine 
Größe, welche sich ändern darf, seyn soll; so wird man sie 
freylich jederzeit so annehmen können, daß sie dem Gliede 
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F n [ x), welches man eben jetzt mit ihr vergleicht, recht nahe 
kommt, ja mit ihm völlig einerley ist. Daß aber die Voraus- 
setzung auch einer unveränderlichen Größe, die diese Eigen- 
schaft der Annäherung an die Glieder unsrer Keihe hat, keine 
Unmöglichkeit enthalte; folgt daraus, weil es bey dieser Vor- 
aussetzung möglich wird, diese Größe so genau, als man nur 
immer will, zu bestimmen. Denn gesetzt, man wollte X so 
genau bestimmen, daß der Unterschied zwischen dem angenom- 
menen und dem wahren Werthe von X eine auch noch so 
kleine gegebene Größe cl nicht überschreitet: so suche man 
nur in der gegebenen Keihe ein Glied F„[x) von der Beschafi'en- 
heit aus, daß jedes folgende F n+r (x) von ihm um weniger als 
— d verschieden sey. Ein solches F[x) muß es nach der Vor- 
aussetzung geben. Ich sage nun, der Werth von F„ (x sey 
von dem wahren Werthe der Größe X höchstens um ziz d ver- 
schieden. Denn wenn man bey einerley u, r nach Belieben 
vergrößert, so muß der Unterschied X — F r + i(x) = ±cj so 
klein werden können, als man nur immer will. Der Unter- 
schied F„ [x] — F ll+ r{x ) bleibt aber jederzeit, so groß man 
auch r nehme, zt d. [37j Also muß auch der Unterschied 

X - F n Ix) = (X - F„ + r [x) - FJx) - F» + , (*)) 

jederzeit ziz (d -J- vj) verbleiben. Da aber derselbe bey einer- 
ley h eine beständige Größe ist, io dagegen durch die Ver- 
größerung von r so klein gemacht werden kann, als mau nur 
immer will: so muß X — F„ [x) = oder dz d sej’n. Denn 
wäre es größer und z. B. = zt d c ) ; so könnte unmöglich 
das Verhältniß d -j- c d -f- io , d. h. c tu bestehen, wenn 
mau ej immer mehr verkleinert. Der wahre Werth von X ist 
also von dem Werthe, den das Glied F n [x) hat, höchstens um 
d verschieden und läßt sich daher, da man d nach Belieben 
klein annehmen kann, so genau, als man nur immer will, be- 
stimmen. Es gibt also eine reelle Größe, der sich die Glie- 
der der von uns besprochenen Reihe so sehr, als man nur 
immer will, nähern, wenn man sie weit genug fortsetzt. Aber 
nur eine einzige dergleichen Größe gibt es. Denn nähmen 
wir an. daß es nebst X noch eine andre beständige Größe 
Y gäbe, der sich die Glieder der Reihe so sehr, als man nur 
immer will, nähern, wenn man sie weit genug fortsetzt: so müßten 
die Unterschiede X — /•’„ + y {x) — tu, und Y — F„ + r [x) — io, 
so klein werden können, als man nur immer will, wenn man 
r groß genug werden ließe. 38 Dasselbe müßte also auch 
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von ihrem eigenen Unterschiede, d. h. von X — Y — io — w, 
gelten; welches, wenn X und l r beständige Größen seyn 
sollen, unmöglich ist, falls man nicht X = Y voraussetzt 8 ). 

§• 8. 

Anmerkung. Wenn man den Werth der Größe X auf 
die Art, wie es im vorigen §. geschehen, nämlich durch irgend 
eines der Glieder selbst, aus welchem die gegebene lieihe zu- 
sammengesetzt ist, zu bestimmen sucht: so wird man, wenn 
anders die Glieder dieser Reihe nicht, anzufangen von einem 
gewissen, einander alle gleich sind, X niemahls ganz genau 
bestimmen. Man hiithe sich aber, hieraus zu schließen, daß 
die Größe X allemahl irrational seyn müsse. Denn wenn 
uns z. B. die Reihe 

0 , 1 ; 0 , 11 ; 0 , 111 ; 0 , 1111 ; . . . 

(welche die snmmatorische der geometrischen 
1 1 1 1 
10 ’ 1Ö0’ 1000 ’ 1ÖÖÖÖ’ ' ' ' 

ist) vorgelegt wäre: so wäre die Größe, der sich ihre Glieder 
so sehr, als man nur immer will, nähere, keineswegs irrational, 
sondern der Bruch Daraus nähmlich, daß eine Größe sieh 
auf einem gewissen Wege nicht genau bestimmen läßt, 
folget noch nicht, daß sie auf keinem andern völlig be- 
stimmbar, und also irrational sey. 

§• 9 . 

39] Zusatz. Wenn also irgend eine gegebene Reihe von • 
der Beschaffenheit ist, daß jedes einzelne ihrer Glieder endlich, 
die Veränderung aber, die sie durch eine auch noch so weit 
getriebene Fortsetzung erfährt, kleiner als jede gegebene Größe 
ausfällt, sobald man nur die Anzahl ihrer bisherigen Glieder 
groß genug genommen hat: so gibt es jederzeit eine, aber auch 
nur eine beständige Größe, welcher der Werth dieser Reihe 
so nahe tritt, als man nur immer will, wenn man sie weit 
genug fortsetzt. Denn eine solche Reihe ist von der Art der 
§. 5 beschriebenen, und folglich bilden die Werthe, welche 
die Summe ihrer n, « + 1, ... Glieder ersteigt, eine Reihe, 
wie die der §§. 6 und 7 ; mithin kömmt ihnen auch die §. 7 
erwiesene Eigenschaft zu. 
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§• io. 

Anmerkung. Man glaube ja nicht, daß in dem obigen 
Satze §. 9 die Bedingung, »daß die Veränderung (Zu- oder 
»Abnahme), welche die Reihe durch jede Fortsetzung 
»erfährt, kleiner als jede gegebene Größe müsse blei- 
»ben können, wenn man sie vorhin schon weit genug 
»fortgesetzt hat«, — überflüssig sev; 40 und daß der 
Satz vielleicht mit einer größeren Allgemeinheit auch so aus- 
gedrückt werden könnte: »Wenn die Glieder einer Reihe 
»durch ihre Fortsetzung stets kleiner und so klein 
>zn werden vermögen, als man nur immer will: so 
»gibt es jedesmahl auch eine beständige Größe, der 
»sich der Werth der Reihe bey ihrer Fortsetzung so 
»sehr, als man nur immer will, nähert.« Diese Be- 
hauptung würde gleich folgendes Beyspiel widerlegen. Die 
Glieder der Reihe 

i + j + + 

können so klein werden, als man nur immer will; und doch 
ist es eine aus den Eigenschaften der gleichseitigen Hy- 
perbel bekannte (aber auch aus rein arithmetischen Betrach- 
tungen herleitbare) Wahrheit, daß dieser Reihe Werth größer, 
als jede gegebene Größe zu werden vermag, wenn man sie weit 
genug fortsetzt. 



§. 11 . 

Vorerinnerung. In Untersuchungen der angewandten Ma- 
thematik ereignet sich öfters der Fall, daß man von einer ver- 
änderlichen Größe x erfährt, es komme allen ihren Werthen. 
die kleiner als ein gewisser u sind, eine bestimmte Eigen- 
schaft M zu; [41 ohne zu gleicher Zeit zu erfahren, daß diese 
Eigenschaft Werthen, die größer sind als n, nicht mehr zu- 
komme. In solchen Fällen kann es vielleicht noch manches «j , 
das > u ist, geben, von dem es gleicher Weise wie von u 
gilt, daß alle unter ihm stehende Werthe von x die Eigen- 
schaft M besitzen, ja diese Eigenschaft kann vielleicht allen 
x ohne Ausnahme zukommen. Wenn man dagegen nur noch 
dieß Eine erfährt, daß M nicht allen x überhaupt eigen 
.sey : so wird man aus der Vereinigung von diesen beydeu 
Angaben nun schon berechtigt seyn zu schließen, es gebe 
«ine gewisse Größe U, welche die größte derjenigen 
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ist, von denen es wahr seyn kann, daß alle kleineren 
x die Eigenschaft M besitzen. Dieses beweiset der fol- 
gende Lehrsatz. 



§• 12- 

Lehrsatz. Wenn eine Eigenschaft M nicht allen Wer- 
then einer veränderlichen Größe x, wohl aber allen, die 
kleiner sind, als ein gewisser u, zukömmt: so gibt es alle- 
mahl eine Größe U, welche die größte derjenigen ist, von 
denen behauptet werden kann, daß alle kleineren x die Eigen- 
schaft M besitzen 9 ;. 

[42] Beweis. 1. Weil die Eigenschaft M von allen x, 
die kleiner sind als «, und gleichwohl nicht von allen 
überhaupt gilt; so gibt es sicher irgend eine Größe V = 
u -f- D (wobey D etwas positives vorstellt), von der sich be- 
haupten läßt, daß M nicht allen x , die <[ V=u + D sind, 
zukomme. Wenn ich daher die Frage aufwerfe, ob M wohl 

allen x, die <[« -}-— sind, zukomme? und den Expo- 

u 

nenten m der Ordnung nach, erst 0, dann 1, dann 2, dann 3, 
u. s. w. bedeuten lasse: so bin ich gewiß, daß man die erste 
meiner Fragen mir wird verneinen müssen. Denn die Frage, 

oh M wohl allen x , die <[ u -f- sind, zukomme, ist einer- 

ley mit der, ob M allen x , die <[ u -f- 1) sind, zukomme; 
welches nach der Voraussetzung zu verneinen ist. Es kömmt 
nur darauf an, ob man mir auch alle folgenden Fragen, 
welche entstehen, indem ich m nach und nach immer größer 
ansetze, verneinen wird. Sollte dieses der Fall seyn ; so ist ein- 
leuchtend, daß u selbst der größte der Wertlie ist, von wel- 
chen die Behauptung gilt, daß alle x, die kleiner als er sind, 
die Eigenschaft M besitzen. Denn gäbe es noch einen größe- 
ren z. B. u-\~ d; d. h. gälte die Behauptung, daß auch noch 
alle x , die <[« + (/ sind, die Eigenschaft M haben: [43] so ist 

, J) 

doch offenbar, daß wenn ich m groß genug annehme, u + ■ 

einmahl = oder <[ u + d wird ; und folglich müßte, wenn M 
allen x, die <[ u d sind, zukömmt, dasselbe auch allen, die 

u -f- sind, zukommen; also hätte mir diese Frage nicht 

u 
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verneint, sondern bejahet werden müssen. Es ist daher erwie- 
sen, daß es in diesem Falle (wo man mir alle obigen Fragen 
verneint) eine gewisse Größe U (niihmlich u selbst) gebe, welche 
die größte derjenigen ist, von denen die Behauptung gilt, daß 
alle unter ihr stehende x die Eigenschaft M besitzen. 



2. Wird mir dagegen die obige Frage einmahl bejahet, 
und ist m der bestimmte Werth des Exponenten, bey dem man 
sie mir zuerst bejahet [m kanu auch 1 bedeuten; aber, wie 
wir gesehen, nicht Üj: so weiß ich nun, daß die Eigenschaft M 

allen x, die <(«+ sind, aber schon nicht mehr allen, 

D 3 

die <T u -4- r sind, znkomme. Der Unterschied zwischen 

^ 1 QWt — 1 ' 



u -4- - — — r und u -4- — ist aber = - — Wenn ich daher mit 

1 9«« — 1 1 9 m 2 nl 

diesem wieder, wie vorhin mit dem Unterschiede I) verfahre; 
d. h. wenn ich die Frage aufwerfe, ob M wohl allen x, die 

<T u - 4 - ~ - -f- — - — — sind, zukomme; 44 und hier den Ex- 

1 9«* 1 Om -f - n 7 5 l J 



ponenten n erst 0, dann 1, dann 2, u. s. w. bedeuten lasse: 
so bin ich abermahl gewiß, daß man mir wenigstens die erste 
dieser Fragen wird verneinen müssen. Denn fragen, ob M 

allen x, die u -4- — f- — — — sind, zukomme, heißt eben 

a a D 

so viel, als fragen, ob 31 allen x, die zz — . _ ( sind, 



eigen sey; was mau schon vorhin verneinet hatte. Sollte man 
aber auch alle meine folgenden Fragen verneinen, so groß 
ich auch n nach und nach mache: so würde, wie vorhin, er- 
hellen, u -)- sey jener größte Werth, oder das U , von 

welchem die Behauptung gilt, daß alle unter ihm stehende x 
die Eigenschaft M besitzen. 



3. Wird mir dagegen eine dieser Fragen bejahet, und 
geschieht dieß zuerst bey dem bestimmten Werthe n: so 

weiß ich nun, daß M allen x, die <T u + * -4- 
sind, zukomme, aber schon nicht mehr allen, die <m4 

i ^ i i 9 m 

-4- - — — — — r sind. 45 Der Unterschied zwischen diesen 

9m + w — 1 17 
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D 



bevden Grüßen ist = — — ; und ich verfahre mit ihm wie- 

* Om •+• ft 1 

der, wie vorhin mit U. s. w. 

4. Wenn ich auf diese Art so lange fortfahre, als mau 
nur immer will; so sieht man, daß das Resultat, das ich zu- 
letzt erhalte, eines von Bevdem seyn muß. 

a. Entweder ich linde einen Werth von der Form u -f- • — 
^ 2 W< 

H , -4- . . . + ^ — r v— , der sich mir als der grüßte 

darstellt, von welchem die Behauptung gilt, daß alle unter ihm 
stehenden x die Eigenschaft M besitzen. Dieß geschieht in dem 
Falle, wenn mir die Fragen, ob M allen x, die 



D 



D 



D 



< “ + 2 "* + 2 m +'« + ■ • • + + + 

sind, zukomme, für jeden Werth von s verneinet werden, 
b. Oder ich linde wenigstens, daß M zwar allen x, die 

<„+it + D +... + 5 

2”* *♦* ,i 2"* ■+* n ■+* • • *+■ f 

sind, zukomme, aber schon nicht mehr allen, die 
[ 46 ] < « + 2 - + 2^TT, + • • 



2 W + H + ■ 



sind, lliebey steht es mir frey, die Anzahl der Glieder in 
diesen beydeu Grüßen durch neue Fragen immer noch größer 
zu machen. 

5. Ist nun der erste Fall vorhanden, so ist die Wahrheit 
des Lehrsatzes bereits erwiesen. Im zweyten Falle lasset uus 
bemerken, daß die Größe 

DD D 

u + 2 »* + + • • • + 2", '+» + 



eine Reihe vorstelle, deren Gliederzahl ich nach Belieben ver- 
mehren kann, und die zur Classe der §. 5 beschriebenen ge- 
höret; weil sie, je nachdem m , n, ... 1 entweder alle = 1, 
oder zum Theile noch größer sind, entweder eben so, oder 
noch stärker abnimmt, als eine geometrische Progression, deren 
Exponent der echte Bruch ?, ist. Daraus ergibt sich, daß sie 
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die Eigenschaft des §. 9 habe; d. h. daß es eine gewisse be- | 
ständige Größe gebe, der sie so nahe kommen kann, als ! 
man nur immer will, wenn man die Menge ihrer Glieder hin- , 
länglich vermehret. Sey diese Größe U\ so behaupte ich, die I 
Eigenschaft M gelte von allen x, die <[ U sind. Denn «-älte 
sie von irgend einem x; das <[ U ist, z. B. von U — d nicht: 
so müßte die Größe 



,I> D 

H — j — — — 

1 2 m 1 2 W# il 



+ ... + 



l) 



9»i + ii •+■ . . + r ? 



weil für alle x, die kleiner als sie sind, die Eigenschaft M 
Statt finden soll, immer den Abstand d von U behalten. 
[47] Denn jedes x, das 



, D D 
u + ^ + 2"‘ + » 



+ 



9 * + » + ..+ 



7 — (J 



ist, so klein auch oj sey, besitzt die Eigenschaft M; dagegen 
dem x— U — d soll sie nicht zukommen: also muß 



V — d u ~ ^ — j— . . — — — — L[J 

- — 1 2'" 2"' + " 2 m + « + ■• + r *" > 

oder 

TT T D I) D 1 

~ + §" + + * + + 2“' + » + •• + > J > d — <’ J 

seyn. Mithin könnte der Unterschied zwischen U und der Reihe 

nicht so klein werden, als man nur immer will; da d tu 

nicht so klein werden kann, als man nur immer will, indem 
sich d nicht ändert, während oj kleiner als jede gegebene 
Größe zu werden vermag. — Eben so wenig kann aber 3/ von 
allen x, die <[ £”+« sind, gelten. Denn weil der Werth der 
Reihe 

Z) D T) 

^ 2 ,n 1 2"‘ + H " * 1 2 m + + r - 1 

dem Werthe der Reihe 

, DT) , I) 

21 -L _L_ b _i_ 

• 0»m 1 0 ,H *r n * Ow 4- ii + . . -j- r 



so nahe gebracht werden kann, 
dem der Unterschied bevder nur 



als man nur immer will, in- 
D 

2 - + « + ..+ r 1St; WeÜ ferDer 
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der Werth der letzteren Reihe der Größe U so nahe treten 
kann, als man nur immer will: ; 48] so können auch der Werth 
der ersteren Reihe und U einander so nahe kommen, als mau 
nur will. Also kann 

D , D 1) 

^ ‘ 2 111 1 2 111 ** ” ^ gl#* r » t . ■ + >' — t 



gewiß <[ U -f- £ werden. Nun aber gilt der Voraussetzung 
nach M nicht von allen x, die 



<„+" + » + 

^ * Om * 9hi -i- n * 



I) _ 

0*/i -r rt + . . -r / 



sind; um desto weniger also von allen x , die <^L r +t sind. 
Also ist U der größte Werth, von welchem die Behauptung gilt, 
daß alle unter ihm stehende x die Eigenschaft M besitzen. 



§• 13. 

1. Anmerkung. Vorstehender Lehrsatz ist von der größ- 
ten Wichtigkeit und wird in allen Zweigen der Mathematik, 
in der Analysis sowohl, als in den angewandten Theilen, in 
der Geometrie, Chronometrie und Mechanik gebraucht. Statt 
seiner hatte man sich bisher nicht selten des falschen Satzes 
Bedient: »Wenn eine Eigenschaft M nicht von allen x , 
»wohl aber von allen, die kleiner als ein gewisses 
»sind, gilt: so gibt es jederzeit irgend ein größtes x , 
»welchem die Eigenschaft M zukömmt.« Dieß, sage ich, 
ist zu Folge des so eben Erwiesenen falsch. [49] Denn gibt 
es irgend eine Größe T~, welche die größte unter denjenigen 
ist, von denen gesagt werden kann, daß alle unter ihr stehende 
x die Eigenschaft M an sich haben: so gibt es eben darum 
sicher kein größtes x, dem diese Eigenschaft zukömmt, wenn 
anders x eine entweder frey oder doch stetig verän- 
derliche Größe ist. Denn für eine jede frey oder nach dem 
Gesetze der Stetigkeit veränderliche Größe gibt es bekannt- 
lich nie einen größten Werth, der kleiner als eine gewisse 
Grenze V ist; indem, so nahe sie auch schon an dieser Grenze 
stehen mag, sie ihr doch immer noch näher gebracht werden 
kann. — Man denke sich, um dieß durch ein Beyspiel zu er- 
läutern, eine rechtwinkelige Hyperbel, und nehme eine 
ihrer Asymptoten zur Abscissenlinie, und nicht den Mittelpunct 
c, sondern was immer für einen andern Punct a in dieser 
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Asymptote, der die Entfernung D von c hat, zum Anfangs- 
puucte der Abscissen an. Erklären wir nun die Richtung ac 
für die positive der Abscissen, und die Richtung ab, 
welche die rechtwinkelige Ordinate des Punctes a hat, für die 
positive der Ordinaten: so wird von jeder Abscisse ar, 

l> 

die kleiner als eine gewisse z. B. kleiner als ? ist, die Eigen- 
schaft gelten, daß ihr eine positive Ordinate entspricht. 
Gleichwohl wird diese Eigenschaft [M] nicht von allen posi- 
tiven Abscissen gelten, nahmentlich nicht von solchen, die 
größer als I) sind. [50] Gibt es nun wohl hier eine größte 
Abscisse, einen größten Werth von x, welchem die Eigenschaft 
M zukömmt? Keineswegs; wohl aber gibt es ein d. h. eine 
Abscisse, welche die größte unter denjenigen ist, von denen 
gesagt werden kann, daß alle kleineren als sie positive Ürdi- 
naten haben, d. h. die Eigenschaft M besitzen. Diese Abscisse 
Rühmlich ist -j- I). 



§. 14. 

2. Anmerkung. Es dürfte Jemand vielleicht auf den 
Gedanken kommen, daß der Beweis des Lehrsatzes §.12 ganz 
kurz auf folgende Art hätte gefaßt werden können: »Gäbe 
»es kein größtes l~, von welchem die Behauptung gilt, daß alle 
»unter ihm stehende x die Eigenschaft M besitzen: so würde 
»man u immer größer und größer, und also so groß, als 
»man nur immer will, uehmeu können, und folglich müßte M 
»von allen x ohne Ausnahme gelten.« — Allein dieß wäre 
ein sehr fehlerhafter Schluß, indem er sich auf den stillschwei- 
gend augenommenen Obersatz stützen würde: »daß eine 

»Größe, die immer größer und größer genommen wer- 
»den kann, als man sie schon genommen hat, so groß 
»werden könne, als man nur immer will«. — Wie falsch 
dieses sey, beweiset z. B. die bekannte Reihe i ^ -f- . . . . , 

deren Werth immer größer und größer gemacht werden kann, 
als er schon ist, und gleichwohl immer 1 verbleibt! — [51! 
\\ ir würden eines so leicht einzusehenden Irrthums gar nicht 
erwähnen, wenn es nicht von Zeit zu Zeit geschähe, daß Mathe- 
matiker sich ihu zu Schuld kommen lassen, wie erst kürzlich 
Einer in seiner »vollständigen Theorie der Paral- 
»lelen«. 



Digitized by Googli 




Kein analytischer Beweis des Lehrsatzes usw. 



31 



§• 15 . 

Lehrsatz. Wenn sich zwey Functionen von x , f[x ) und 
cplxi, entweder für alle Werthe von x, oder doch für alle, 
die zwischen a und ß liegen, nach dem Gesetze der Stetig- 
keit ändern, wenu ferner f[a) <p («) , und f(ß) <p (ß) ist: 
so gibt es jedesmahl einen gewissen zwischen it und ß liegen- 
den Werth von x, für welchen fix) = cp(x) wird. 

Beweis. Wir müssen erinnern, daß in diesem Lehrsätze 
die Werthe der Functionen f(x) und <p [x] bloß ihrer abso- 
luten Größe nach, d. h. ohne Rücksicht auf ein Vorzeichen, 
oder so, als ob sie gar keine des Gegensatzes fähige Größen 
wären, mit einander verglichen werden sollen. Wohl aber 
kommt es au auf die Bezeichnung, welche u und ß haben. 

52 I. Man nehme erstlich an, daß a und ß beyde posi- 
tiv sind, und daß (weil dieses dann gleichgültig ist) ß die 
größere von beyden, und somit ß = a + i sev, wo i eine 
positive Größe anzeigt. Weil nun f(a) <p{u) ist; so ist auch, 
wenn tu eine positive Größe anzeigt, die so klein werden kann, 
als man nur immer will, f(ce -)- co (p(a + tu). Denn weil 
sich f\x) und <p[x) für alle x, die zwischen a und ß liegen, 
stetig verändern sollen ; und u -f- tu zwischen a und ß liegt, 
so bald nur tu i genommen wird: so müssen f[a + tu) — /'(«) 
und ip(a-\-oj) — </’(«) so klein werden können, als man nur 
will, wenn man oj klein genug nimmt. Es ist daher, wenn 
auch 12, 12' Größen bedeuten, die sich so klein machen lassen, 
als man nur immer will, f(a + oj) — f(a) = S2 , und rp(ct oj) 
— (p[a) = £2\ Daher 

<p(a -f- oj) — f[u oj) — fp[a) — f(a) -f- 12 ' — 12. 

Allein (p (a — f u gleicht nach der Voraussetzung irgend einer 
positiven Größe von unveränderlichem Werthe A. Also ist 

op [a -(- w) — f(a + tu) = A- f- 12' — 12 , 

welches, wenn man 12, 12' klein genug werden läßt, d. h. wenn 
man dem tu einen sehr kleinen Werth ertheile, und dann noch 
um so mehr für alle kleineren Werthe, was positiv bleibt. 
Also läßt sich von allen tu, die kleiner als ein gewisses 
sind, behaupten, daß die zwey Functionen f[a -f- tu), und 
<p(a + tu ) in dem Verhältnisse der kleineren Größe zu einer 
größeren stehen. [53] Bezeichnen wir diese Eigenschaft der ver- 
änderlichen Größe tu durch M\ so können wir sagen, daß 
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alle co, die kleiner als ein gewisses sind, die Eigenschaft M i 
besitzen. Daß aber diese Eigenschaft gleichwohl nicht allen 
Werthen von oj zukomme, nahmentlich nicht dem Werthe tu = t; 
ist daraus klar, weil f(a + i) = f(ß) nach der Voraussetzung 
nicht mehr <[, sondern (p(cc -f- i) — <p(ß) ist. Zufolge des 
Lehrsatzes §. 12 mnß es daher eine gewisse Größe U geben, 
welche die größte unter denjenigen ist, von denen sich be- 
haupten läßt, daß alle oj die U sind, die Eigenschaft M 
an sich tragen. 

2. Und dieses U muß innerhalb 0 und i liegen. Denn 

es kann erstlich nicht = i seyn; indem dieß hieße, daß jedes 
f(u io) < </)(« + w) sey, so oft nur oj i ist, es möge 

übrigens dem Werthe i auch noch so nahe kommen. Allein 
ganz auf dieselbe Art, wie wir so eben erwiesen, daß die Vor- 
aussetzung f(a) < ' rp(cc) die Folge f(ce -f- oj) < </i(ß + oj) nach 
sich zieht, so bald mau nur oj klein genug nimmt, läßt sich 
auch darthun, daß aus der Voraussetzung f(a -f- i) ]> rp (a -f- t), i 
die Folge /"(« -f - i — oj) <p (oj ~\-i — u) fließt, sobald man 
nur io klein genug nimmt. Also ist es nicht wahr, daß die 
zwey Functionen fix) und <p(x) für alle Werthe von x, die i 
<[ a -f- i sind, in dem Verhältnisse der kleineren Größe zn 
einer größeren stehen. — [54] Noch weniger kann zwey- 
tens Uf>i seyn, weil sonst auch i einer der Werthe von co 
wäre, die <[ U sind, und daher auch f(a -f- i) rp(a i) 
seyn müßte, was der Voraussetzung des Lehrsatzes geradezu 
widerspricht. Also liegt U, da es doch positiv ist, sicher 
zwischen 0 und i, und folglich « 4- T7 zwischen a und ß. 

3. Es frägt sich nun, in welchem Verhältnisse die Func- 
tionen f x) und rpix) für den Werth x = u~\~ U zu einander 
stehen? Es kann zuvörderst nicht f(a -f- U) <[ cp(u U) 
seyn; denn dieses gäbe auch f(a + U-\-io) <[ ( er — j— U + io), 
wenn man oj klein genug annähme ; und folglich wäre ct + U 
nicht der größte Werth, von dem behauptet werden kann, daß 
alle unter ihm stehende x die Eigenschaft M haben. — Eben 
so wenig kann zweytens f(a -f- IT) g>(a U) seyn; weil 
dieß auch f(u -f- U — io) ]> rp(a -f- U — io) gäbe, sobald man 
oj nur klein genug nimmt; und also wäre gegen die Voraus- 
setzung die Eigenschaft M nicht von allen x, die unter « -f- TT 
stehen, wahr. Es bleibt denn also nichts anderes übrig, als daß 
fia -f- U) — (p[a + U) sey; und folglich ist erwiesen, daß es 
einen zwischen a und ß liegenden Werth von x, nähmlich 
u + U gibt, für welchen f(x) = <p(x) wird. 
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II. Derselbe Beweis ist auch auf den Fall anwendbar, wenn 
a und ß beyde negativ sind; sobald man nur unter w, t 
und U negative Größen verstehet; indem a -f- w, a -f- i, 
a U, a -f- U — io dann gleichfalls Größen zwischen a und ß 
vorstellen. 

[55; III. Ist « = 0 und ß positiv, so nehme man nur 
auch i (=ß), io, U positiv; und ist ß negativ, auch diese nega- 
tiv: so wird sich der Beweis I. wörtlich anwenden lassen. 

IV. Wenn endlich u und ß von entgegengesetzter Art, 
und weil dieß gleichgültig ist) z. B. a negativ, und ß positiv 
ist: so sagt die Voraussetzung des Lehrsatzes in Betreff der 
Stetigkeit der Functionen f[x) und cp(x ), daß diese Stetigkeit 
sich auf alle Werthe von x erstrecke, die, wenn sie negativ, 
<0 a, und wenn sie positiv, <[ ß sind. Unter diesen ist denn 
auch der Werth x — 0 begriffen. Man untersuche also das 
Verhältniß, welches f[x) und <p[x) für x = 0 haben. Ist 
f[o — cp( 0), so ist der Lehrsatz schon von selbst erwiesen. 
Ist aber f( 0) ]> cp (0) ; so liegt, weil f(a) <p («) seyn soll, 
nach III. zwischen 0 und «; ist endlich fiO) <[ r/'(0), zwischen 
0 und ß ein Werth, für welchen fix) — cp[x) wird. Also gibt 
es in jedem Falle einen zwischen « und ß liegenden Werth 
von x , der f'x) = <p[ x) macht. 

§. 16 . 

[56] Anmerkung. Daß es nur einen einzigen Werth 
von x gebe, der f(x) — cp (x) macht, wird hiermit keineswegs be- 
hauptet. Wenn niikmlich /"(er) <[ tp (ß), und f[a -|- U) = cp [et -f- U , 
so muß zwar allerdings f(a U -j- io) [> cp[a -)- U - f- co) seyn; 
wenn man io klein genug nimmt; d. h. die Function fix), die 
vorhin kleiner war, als <p (x ) , muß bald darauf, nachdem 
beyde einander gleich geworden sind, größer als cp[x) wer- 
den. Allein bey immer größerer Vermehrung von io ist es 
wohl möglich, daß man, bevor a -f- U -j- io noch = ß gemacht 
worden ist, auf Werthe kommt, die f(x) abermahls <Z<p(t() 
geben. In einem solchen Falle muß es, wie unmittelbar aus 
unserm Lehrsätze folgt, nebst U noch zwey andere zwischen 
cc und ß liegende Werthe von x geben, welche f[x) — cp[x) 
machen. Denn es sey f(a -f- U -\- X) ( p[ a + Ü + x) > 80 

muß es, weil vorhin f[u -f- U -f- tu) schon cp[u -j- U co) 

war, zwischen « -(- U -J- tu und u -j- U d. h. auch zwi- 

schen u und ß, einen Werth von x gehen, wofür f[x) = tp(x) 

Oltwalds Klassiker. 151. 3 



Digitized by Google 




34 



llernard Bolzano. 



int; und ob«» so, weil wieder f(a-{-i) oder f ß) > q 3) ist. 
auch zwischen «+ ^ 7 und ß noch ein Werth von r. der 

fix) — <f> (x) macht. Auf diese Art erhellet, daß die Werthe 
von x, welche f(x) --- q[x) machen, überhaupt immer nach 
einer lindernden Zahl vorhanden sevn müssen. 

§. 17. 

[Ö7J Lehma tz. .leile Function von der Form a -J- bjr 4- 
cx n -f- . . . •(- ]>x' , in welcher in, n , . . . r ganze positive Ex- 
ponenten bezeichnen, ist für alle Werthe von x eine nach 
dem Geaetze der .Stetigkeit veränderliche Größe. 

Beweis. Denn wenn sieh x in x + w verändert; so ist 
dio Aendenmg, welche die Function erfährt, offenbar 

-- b[[x -f- ( o )"' — x'"j |- r[[x -f- io) u — x "] -i- . . . -j -p[[x — (— co r — x 1 ': 

eine Größe, von der sich leicht darthuu läßt, daß sie so klein 
werden könne, als man nur immer will, wenn man co klein 
genug nimmt. Denn zu Folge des binomischen Lehrsatzes, 
dessen Gültigkeit für ganze positive Exponenten wir 8 
des hinom. Lohrs . ) unabhängig von den Untersuchungen, mit 
denen sieb dio gegenwärtige Abhandlung beschäftigt, dargethan 
haben, ist die Größe.: 
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Die Menge der Glieder, aus welchen der in den Klammem 
enthaltene Factor bestehet, ist, wie man weiß, immer nur end- 
lich, und von dem Werthe der Größen x und m unab- 
hängig; 58 und da diese überall nur in positiver Potenz 
erscheinen; so ist der Werth jedes einzelnen Gliedes, folglich 
auch des ganzen Ausdruckes für jeden Werth von x und io, 
auch für x — 0 , immer nur endlich. Wird aber bey einer- 
ley x, m verkleinert; so nehmen die Glieder, in denen vj vor- 
Simmt, ab, während die übrigen ungeändert bleiben. Bezeichnen 

\ 
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wir also durch 5 die Größe, die herauskömmt, wenn man die 
Werthe, die alle einzelnen Glieder des Ausdruckes für ein be- 
stimmtes io, z. B. für (u t annehmen, so zu einander addirt, als 
ob sie alle einerley Vorzeichen hätten: so ist der wirkliche 
Werth, den dieser Ausdruck für eben dasselbe io l hat, gewiß 
nicht [> S, derjenige aber, den er für jedes kleinere io an- 
nimmt, sicher <[ S. Verlangt man daher, daß die Veränderung, 
welche die Function a 4- bx m -f- ca:'* + px 1 erfährt, <[ D 
ansfalle; so nehme man nur ein tu, das zugleich <[ cu t und 

auch <[ ist: so wird tu, S, und um so mehr das Product 

aus tu in eine Größe, die S ist, D seyn müssen. 

§. 18. 

[59] Lehrsatz. Wenn eine Function von der Form 

x' 1 + ax H ~ 1 -f- bx H ~ 2 + . . . -f- px -J- q, 

in welcher n eine ganze positive Zahl bedeutet, für x — u 
einen positiven, für x — ß aber einen negativen Werth 
annimmt; so hat die Gleichung 

x'' -f- ax n ~ 1 + hx" — 2 px + q — o 

wenigstens eine reelle Wurzel, die zwischen a und ß liegt. 

Beweis. 1. Wenn a und ß beyde einerley Vorzeichen 
haben (beyde entweder positiv oder negativ sind); so ist es 
klar, daß eben dieselben Glieder der Function, welche für 
x — et positiv oder negativ werden, dieß Zeichen auch für 
x = ß, und für die sämmtlichen Werthe von x, die zwischen 
« und ß liegen, behalten. Wird nun der Werth der Function 
für x = a positiv, für x = ß aber negativ; so kann dieß nur 
daher rühren, weil die Summe der positiven Glieder in ihr für 
x — ff größer, für x — ß aber kleiner, als die der nega- 
tiven ausfällt. Aber die Summe jener sowohl als dieser ist 
von der Form 

a -f- bx"‘ -f- cx" -f- . . . — j— px r 

des §. 17, d. h. eine stetige Function. Bezeichnen wir also 
die eine durch t f{x), die andere durch f[x)\ so muß es, weil 
f(a) <[ (p (a), und f(ß)^>(p(ß) ist, nach §. 15 irgend einen 
zwischen a und ß gelegenen Werth von x geben, für welchen 
f(x) = <p[x) wird. [60] Für diesen Werth wird aber fix) — (p [x], 

3* 
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d. h. die gegebene Function zu Null; also ist dieser Werth 
eine Wurzel der Gleichung 

x" -f- ax H ~ 1 hx" ~--j-...-j-px-\-q = 0. 

2. Sind aber « und ß entgegengesetzt: so betrachte 
man den Werth, den die gegebene Function für x = 0 an- 
ninmit. Ist dieser Null: so ist von selbst erwiesen, dail die 
erwähnte Gleichung eine reelle, zwischen er und ß liegende 
Wurzel habe: nähmlich x = 0. Ist aber dieser Werth (die 
Größe q) positiv; so weiß man jetzt, daß die gegebene Func- 
tion für x = 0 positiv, für x — ß aber negativ werde; und 
weil dieselben Glieder, welche für x — ß positiv oder negativ 
werden, dieß Zeichen auch für alle zwischen 0 und ß liegende 
Werthe von x behalten: so kann man ganz durch dieselben 
Schlüsse, wie in no. 1 beweisen, daß zwischen 0 und ß ein 
Werth von x liegen müsse, welcher die Function zu Null macht. 
Ist endlich q negativ; so gilt dasselbe, was wir so eben ge- 
sagt. wenn man nur « statt ß setzt. Da nun ein zwischen Ö 
und ß oder ein zwischen 0 und « liegender Werth auch zwi- 
schen er und ß liegt, wenn bevde entgegengesetzt sind; so ist 
die Wahrheit unsers Lehrsatzes fiir jeden Fall erwiesen. 
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Bernhard Bolzano , katholischer Theolog und Philosoph, 
wurde ain 5. Oktober 1781 in Prag geboren. Er war, von 
etwa 1805 bis 1820, Professor der Religionsphilosophie an 
der philosophischen Fakultät zu Prag, wo er am 18. Dezember 
1848 gestorben ist. Eine Autobiographie ist 1836 erschienen 
unter dem Titel: »Lebensbeschreibung des Dr. Bolzano « vgl. 
auch Wifihaupt , »Skizzen aus dem Leben Dr. Bolzanos «, 1850 
und Encyclopaeäia Britannien, 9. Aufl., Bd. IV., 1876, S. 20). 
Für einen Bericht über seine philosophische Richtung siehe 
J. E. Erdmann , »Grundriß der Geschichte der Philosophie« 
Bd. II, Berlin, 1866. 

Eine Würdigung der Leistungen Bolzanos auf dem Gebiete 
der Analysis findet sich bei 0. Stolz (*B. Bolzanos Bedeutung 
in der Geschichte der Infinitesimalrechnung«, Math. Ann. 
Bd. XVIII (1881), S. 255-279). Hierfür kommen die folgen- 
den Arbeiten in Betracht: »Der binomische Lehrsatz und als 
Folgerung aus ihm der polynomische und die Reihen, die zur 
Berechnung der Logarithmen und Exponentialgrößen dienen, 
genauer als bisher erwiesen«, Prag, 1816 (vgl. § VI: »Ueber 
die Differenzirung unendlicher Reihen« bei Stolz, a. a. 0., 
S. 264 — 267, 278 — 279 und auch S. 260 — 261): -Rein analy- 
tischer Beweis des Lehrsatzes, daß zwischen je zwei Wertheu, 
die ein entgegengesetztes Resultat gewähren, wenigstens eine 
reelle Wurzel der Gleichung liege«, Prag, 1817 (obere Grenze 
einer Veränderlichen, Convergenz von Reihen aus reellen Glie- 
dern, und stetige Functionen, Stolz, a. a. 0., ß. 257 — 262), 
und: »Die drei Probleme der Rectitication, der Complanatiou 
und der Cubirung ohne Betrachtung des unendlich Kleinen, 
ohne die Annahmen des Arehimedes und ohne irgend eine nicht 
streng erweisliche Voraussetzung gelöst, zugleich als Probe einer 
gänzlichen Umgestaltung der Raum Wissenschaft allen Mathema- 
tikern zur Prüfung vorgelegt«, Leipzig, 1817 (vgl. Stolz, a. a. 0., 
S. 262—264, 267—278). 
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Die »Beiträge zu einer begründeten Darstellung der Mathe- 
matik«, 1. Lief., Prag, 1810, bandeln über den Begriff und 
die Einteilung der Mathematik, sowie über die mathematische 
Methode. Geschichtlich bemerkenswert ist, daß S. 147 die 
Addition zweier ganzer Zahlen mittels des Gesetzes der As- 
soziativität für die Summe, 

a + [b + 1) = (o -+- b) H- 1, 

in derselben Weise durchgeführt wird, wie sie Jlankel (»Vor- 
lesungen über die complexen Zahlen und ihre Functionen. 

I. [eiuz.] Theil. Theorie der complexen Zahlensysteme«, Leipzig. 
1867, S. 37) nach Grassmann entwickelt [Stolz,, a. a. 0., S. 256). 

Die Schrift: »Dr. Bernhard Bolzanos Paradoxien des Un- 
endlichen, herausgegeben aus dem schriftlichen Nachlasse des 
Verfassers von Dr. Fr. PHhonsky, Leipzig, 1851 (Facsimile- 
Druek bei Mayer und Müller , Berlin, 1889) ist von Stolz nicht 
berücksichtigt worden. Es enthält (8. 28 — 29) die paradoxe 
Eigenschaft unendlicher Mengen, daß ein Teil dem Ganzen 
gleichmächtig (in der Ausdrucksweise G. Cantors) sein kann, 
eine Eigenschaft, die als Definition einer unendlichen Menge 
von Ccmtor (Journ. für Math., Bd. LXXXIV (1878), S. 242) und 
Dedekmd (»Was sind und was sollen die Zahlen?«, Braun- 
schweig, 1887 und 1895, Nr. 64) benutzt worden ist. Über 
Bolzanos »Paradoxien« vgl. auch Cantor in Math. Ann., Bd. XXI 
(1883), S. 560—561. Eine der des Bolzano in gewissen Punk- 
ten analoge Untersuchung ist von A. De Morgan (»On Infinity 
and on the Bign of Equality«, Cambr. Phil. Trans., Vol. XI, 
part. I, 1865! durchgeführt worden. 

Die vorliegende Abhandlung: »Kein analytischerBeweis usw.,« 
scheint Stolz nicht immer richtig erfaßt zu haben (vgl. die Anmer- 
kungen 3) und 8); doch sagt er mit Recht: »Eine bedeutende 
Erscheinung in der mathematischen Litteratur bildet diese Ab- 
handlung.« Bolzanos Arbeiten gerieten in Vergessenheit, und 
erst lange nach seinem Tode fanden seine Leistungen auf dem 
(lebiete der Infinitesimalrechnung die verdiente Würdigung. 

II. Hankel (Allg. Encyklopädie von Ersch und Grober, 1. Sekt. 
Bd. XC (1871), Artikel: »Grenze«, § 19) erkennt ihm die 
Priorität vor Cauchy in der richtigen Auffassung der Lehre 
von den unendlichen Reihen zu, und II. A. Schwarz (Journ. für 
Math., Bd. LXXIV [1872], 8. 221, Anm.) bezeichnet ihn als 
den Urheber einer von Weierstrass weiter entwickelten Schluß- 
weise 'vgl. die Anm. 9). 
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Die Arbeit ist in den »Abhandlungen der Kgl. Ges. der 
Wiss.« zu Prag 1817 erschienen. Bei Mayer und Müller , 
Berlin, 1894, erschien sie als Bd. VIII der »Wissenschaftliche 
Klassiker in Facsimile-Druckenc). Auf diese Ausgabe bezieht 
sich die Angabe der Seitenzahlen im vorliegenden Text. Hin- 
sichtlich der Bezeichnung ist zu bemerken, daß wir durchweg 
die Formen F„\x), f(x), uq , .... statt Bolzanos F n x, fx, 
co 1 , ..., benutzt haben. 



1) Zu S. 4. Man vergleiche: »Die vier öuws.sscheu Beweise 
für die Zerlegung ganzer algebraischer Funktionen in reelle 
Faktoren ersten oder zweiten Grades.« (1799 — 1849). Heraus- 
gegeben von E. Netto. Diese Sammlung, Nr. 14 (1890). 

2) Zu S. 5. Die Abhandlung Bolzanos: »Der binomische 
Lehrsatz« usw. (Prag, 1816) ist, nach Stolz, a. a. 0., S. 256), 
bereits auf die arithmetische Methode gegründet, die sich hier 
an manchen Stellen strenger dargestellt findet als bei Cauehy. 

3) Zu S. 8. Diese »richtige Erklärung« der Stetigkeit einer 
Funktion fix) stimmt fast völlig überein mit der Definition von 
Cauehy für reelle Funktionen (»Cours d’analyse de l’ficole 
Hovale polytechnique. I re partie: analyse algebrique«, Paris, 
1821, Kap. H, § 2. Wieder abgedruckt in Oeuvres complfctes, 
II® sdrie, t. III, Paris, 1897 . Cauchys Auffassung scheint aus 
der neuen Wendung, die Fourier dem Begriff der Funktion 
gegeben hatte, hervorgegangen zu sein. Wie Brill sagt (A. Brill 
und M. Noether, Bericht über: »Die Entwicklung der Theorie 
der algebraischen Funktionen in älterer und neuerer Zeit«, 
Jahresber. des deutschen Math.-Ver., Bd. III [1894], S. 162): 
»Noch Euler und Lagranye hatten gelegentlich eine Funktion 
dort , stetig 4 genannt, wo sie allenthalben demselben (analytisch 
formulierten Abhängigkeitsgesetz genügt, unstetig dort, wo die 
Gleichung sich ändert, aus der sich die abhängige Größe be- 
stimmt. Seitdem man aber wußte, daß jeder, auch gebrochene, 
Linienzug Uber der Achse der unabhängigen Variabein mit 
Hilfe einer trigonometrischen Reihe dargestellt werden kann, 
konnte von formal verschiedenen Abhängigkeitsgesetzen bei der- 
selben Funktion in dem Eulersehen Sinne nicht mehr gespro- 
chen werden.« Es sei noch bemerkt, daß dieser Begriff der 
Stetigkeit einer Funktion, wenn auch nicht präzis formuliert, 
in der Abhandlung Cauchys vom Jahre 1814 über bestimmte 
Integrale enthalten ist (»Mdmoire sur les integrales definies«, 
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lu a l’Institut 1814, Sav. ötr.. t. I (1825', Oeuvres, (l, y t. I, 
S. 319—506, insb. S. 406 . 

Dieser Begriff der Stetigkeit ist offenbar aus geometrischen 
Anschauungen hervorgegangen; nämlich aus der Beobachtung, 
daß es Kurven gibt, die sieh plötzlich ändern ( Cauchy , wahr- 
scheinlich nach dem Beispiel einiger Funktionen, die darstellbar 
sind durch /'buriersche Reihen). Aus dem von Bolzano an- 
geführten Ausdruck: 

x + V (1 — x ) (2 — x) 

(vgl. oben S. 7 , der, wie er sagt, unstetig ist, wenn 2 <x<[ 1, 
geht hervor, daß Bolzano Funktionen (einer reellen Veränder- 
lichen) »stetig« genannt hat, die reell und stetig sind. Doch 
für komplexe Funktionen braucht der Satz Bolzanos nicht 
mehr zu gelten, wie das Beispiel (vgl. oben, S. 10. 

x -j— 1 ( x — 2 j (x — }— 1 ) , 

lehrt, für x — + 2 positiv, für x = — 1 dagegen negativ, aber 
nicht Null für + 2>z(> — 1. Bolzanos Definition ist aber 
(selbst für reelle Funktionen) dahin zu vervollständigen, daß 
f[x — |— w) — f[x) nach absolutem Wert kleiner als jede ge- 
gebene Größe gemacht werden könne. Seine oben erwähnten 
Funktionen sind ferner kontinuierlich, und wir erhalten Cauchys 
Definition für imaginäre Veränderliche und Funktionen (»Cours«, 
Kap. VIII, 8.11). Diese Eigentümlichkeit Bolzanos ist von Stolz 
nicht bemerkt worden. 

Über stetige Funktionen vgl. Dini (»Grundlagen für eine 
Theorie der Functionen einer veränderlichen reellen Größen, 
deutsch bearbeitet von ./. Lüroth und A. Sehepp, Leipzig, 1892, 
S. 50 ff.) und A. Pringsheim (Encvkl. der math. Wiss., Bd. II, 
S. 17 — 20). Für neuere Entwicklungen des Stetigkeitsbegriffes 
vgl. A. Schoenflies' Bericht (»Die Entwicklung der Lehre von 
den Punktraannigfaltigkeiten« , aus dem Jahrcsber. des Deutsch. 
Math.-Ver., Leipzig, 1900, S. 115 — 125) und Ph. Jourdain 
(»On the general Theorv of Functions«, Journ. für Math., 
Bd. CXXVIII, 1905, S. 171—173, 182—194). 

4) Zu S. S. Obwohl jede stetige Funktion jeden zwischen 
der oberen und unteren Grenze liegenden Wert annehmen kann, 
so folgt noch nicht, daß umgekehrt jede Funktion, die die 
letzte Eigenschaft hat, stetig ist, wie das Beispiel: 

f[x) = sin ~ für x sS 0 , f( 0 — 0 
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lehrt. Hier ist f(x) unstetig im Punkte x = 0, nimmt aber 
jeden Wert — 1S3$+1 (unendlich oft) an. 

5) Zu S. 14. Dieser Existenzbeweis einer Grenze ist in der 
Anm. 8) näher erörtert. 

6) Zu S. IS. D. h. »Definition* oder »Bezeichnung«. 

7) Zu S. 21. über die Konvergenz der Reihen. Hier 
steht zum ersten Male die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für die Konvergenz einer Reihe. In Cauchya »Cours 
d’analyse« vom Jahre 1821 findet sich diese Bedingung auch 
ausgesprochen. Nachdem er erklärt hat, daß konvergente Reihen 
solche sind, deren Summe sich einer bestimmten Grenze mit 
wachsender (endlicher) Gliederzahl nähert, fährt er fort: »Nach 
den obigen Prinzipien, daß die Reihe u 0 , « lt u%, ..., u„, 
u„ + i , ... konvergent sei, ist notwendig und hinreichend, daß 
wachsende Werte von n die Summe S„ = u 0 -f- m, -f- . . . -f- u n _ \ 
ohne Ende gegen eine bestimmte Grenze S konvergieren lassen ; 
d. h. es ist notwendig und hinreichend, daß für unendlich große 
Werte von n die Summen S„, <S„ + j, S„ + 2 , sich von 
der Grenze S und daher voneinander durch unendlich kleine 
Größen unterscheiden. Nun ist 

1 S n — U n , S n 2 S lt U„ -{— U n 1 , . . • , 

es ist daher zuerst notwendig, daß das allgemeine Glied u n 
unendlich abnehme, wenn n wächst. Diese Bedingung ist aber 
nicht hinreichend; die verschiedenen Summen 

U„ i U, t j , U„ | M„ 4. 1 , U„ + 2 j • • • j 



in irgend einer Anzahl genommen, wenn » groß genug, müssen 
vielmehr Werte haben, die numerisch unter jede angebbare 
Grenze sinken.« 

Viele Autoren (z. B. R. Reiff \ »Geschichte der unendlichen 
Reihen«, Tübingen, 1889, S. 167) rühmen daher Cauehy als 
den Begründer der Theorie der Konvergenz und Divergenz der 
Reihen. Es ist aber zu bemerken, daß Layrange , in seiner 
Abschätzung des Restes der Taylorachm Reihe, eine hervor- 
ragende Vorarbeit geleistet hat, die zu einer richtigen Lehre 
der Konvergenz fuhren könnte. Auch Gauss (»Disquisitiones 



generales circa seriem infinitam 1 a; -j- . . . « (1812), 

Werke, Bd. III, S. 139; vgl. Reiff, a. -I 0., S. 161—167) 
und namentlich Fourier (in einer Abhandlung vom Jahre 1811; 



Mem. de l’Inst., 1819— 1820, S.136; vgl. »Theorie de lachaleur«, 
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§ 177 oder Oeuvres, t. I, S. 156, 221} hatten einen klaren Be- 
griff von der Konvergenz. Bolzano hat nicht nur die Bedingung 
der Konvergenz entdeckt, sondern ist über Cauchy hinaus- 
gegangen, sofern er wenigstens versucht hat, die Notwendigkeit 
und die Hinlänglichkeit dieser Bedingungen zu beweisen (siehe 
Anm. 8). über Konvergenz usw. siehe A. Pringsheim , Encykl. 
der math. Wiss., Bd. I, S. 77 ff.). 

8) Zu S. 23. Dieser Existenzbeweis ist nicht bindend ; er 
zeigt nur, oder vielmehr macht sehr wahrscheinlich, daß die 
Annahme, es sei für F„(x) bei lim n = -f- oo ein endlicher 
Grenzwert A' vorhanden, auf keinen Widerspruch stößt. Ebenso 
ist der Hankelache Beweis (a. a. 0., § 4 — 8) nicht haltbar. 
Aber auch der Beweis mittels der von P. du Bois jReymond 
(»Neue Lehrsätze über die Summe unendlicher Reihen«, An- 
trittsprogramm d. Univ. Freiburg, 1871, S. 3) erfundenen Un- 
bestimmtheitsgrenzen von F„(x), den Stolz (a. a. 0., S. 260) 
dafür gibt, ist nur scheinbar, da er die Existenz einer Un- 
bestimmtheitsgrenze voraussetzt, ähnlich wie Bolzanos Satz die 
Definition einer reellen Zahl voraussetzt. 

Eine solche Definition war bis vor kurzem nicht gegeben. 
Cauchy (»Cours d’analyse«, 1821, Einleitung) führt die Irra- 
tionalzahl als Grenze einer Folge gewisser Rationalzahlen ein. 
in der Definition einer reellen Zahl die irrational sein kann) 5, 
nämlich, als Summe —a,. der unendlichen Reihe (a,.) würde ein 
logischer Fehler liegen, weil vielmehr die Definition der 
Summe erst durch Gleichsetzung mit der notwendig vor- 
her schon definierten, fertigen Zahl b gewonnen wird. Dieser 
Fehler wurde von Weierstrass vermieden (vgl. E. Kossak , »Die 
Elemente der Arithmetik«, Berlin, 1872; O. Biermann, »Theorie 
der analytischen Functionen«, Leipzig, 1887, S. 15 ff ). Sodann 
hat G. Cantor (Math. Ann., Bd. V [1872], S. 123; vgl. E. Heine, 
»Die Elemente der Functionenlehre«, Journ. für Math., Bd.LXXIV 
(1872], S. 174 ff.) eine Definitiousform angegeben, die bequemer 
ist als die Weier strassschc. Ch. Meray hat indes schon 1869 
die Cantorache Theorie gefunden (vgl. R6v. des Soc. savantes, 
Bd. IV, 1868; »Nouveau prdeis d’analyse infinitesimale«, Paris, 
1872; »Le^ons nouv. sur l’analyse infinitesimale«, t. I. Paris, 
1894). Noch eine dritte Definition rührt von Jt. Dedekind her 
(»Stetigkeit und irrationale Zahlen«, Braunschweig. 1872, 1892). 
(Vgl. auch G. Cantor , Math. Ann., Bd. XXI [1883], S. 564 bis 
571; A. Pringsheim, Encykl. d. math. Wiss., Bd. I, S. 49—58, 
63—67). 
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Die Frage nach der Existenz der Irrationalzahlen ist von 
B. Russell (»The Principles of Mathematics*, vol. 1, Cambridge, 
1903, S. 270 — 286) eingehend erörtert. Er findet, daß man 
die Existenz einer Irrationalzahl (allgemeiner, einer reellen Zahl) 
nur beweisen kann, wenn mau die reelle Zahl gerade als die 
Klasse der , definierenden 1 Rationalzahlen (nicht, wie Heine u.a., 
als , Zeichen 1 ) definiert. Es folgt daraus, daß die liationalzahl 
a wohl zu unterscheiden ist von der reellen Zahl a (die Be- 
griffe sind ganz verschieden); doch näher hieranf einzugehen, 
scheint hier nicht geboten (siehe Russell , a. a. 0.). 

9) Zu S. 25. Die folgende Schlußweise, die, wie G. Cantor 
(Math. Ann., Bd. XXIII, 1884, S. 455) bemerkt, durch einen 
wesentlich andern kaum ersetzt werden kann, ist im Wesen 
sehr alt. In neuerer Zeit findet sie sich auch in einigen zahlen- 
theoretischen Untersuchungen von Lagrange, Legendre und 
Dirichlet, im Note 3 von Cauchys »Cours d’analvse« (beim 
Beweise des im Titel der vorliegenden Arbeit stehenden Satzes) 
und in den Vorlesungen über analytische Funktionen von 
Weierstrass (m. s. Biermcmn, a. a. 0.). Die Schlußweise kann, 
wie 0. Veblen (Bull. Amer. Math. Soc. (2), Bd. X, S. 437) be- 
merkt hat, durch einen Satz von Heine-Borel (vgl. Sehoenflies, 
a. a. 0., S. 51 — 52) ersetzt werden. 
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[ 63 ] 

Untersuchungen über die unendlich oft 
oszillierenden und unstetigen Funktionen. 

Von 

Hermann Hankelj. 

Abdruck aus dem Gratulationsprogramm der Tiibinger Universität 
vom 6. März 1870*,;. [Mathematische Annalen. XX. 1882. S. 68—112.) 



Einleitende Bemerkungen über den Funktionsbegriff. 

Nicht allein entschiedene Vorliebe für die Synthese und 
gänzliche Verleugnung allgemeiner Methoden charakterisiert die 
antike Mathematik gegenüber unserer neueren Wissenschaft; es 
gibt neben diesem mehr äußeren, formalen, noch einen tief- 
liegenden realen Gegensatz, welcher aus der verschiedenen 
Stellung entspringt, in welche sich beide zu der wissenschaft- 
lichen Verwendung des Begriffes der Veränderlichkeit ge- 
setzt haben. 

Denn während die Alten den Begriff der Bewegung, des 
räumlichen Ausdruckes der Veränderlichkeit, aus Bedenken, die 
aus der philosophischen Schule der Eleaten auf sie überge- 
gangen waren, in ihrem strengen Systeme niemals und auch 
in der Behandlung phoronomisch erzeugter Kurven nur vorüber- 
gehend verwenden, so datiert die neuere Mathematik von dem 

*) ludern wir die letzte Arbeit von Hermann Hankel, welche 
bisher durch die Art ihrer Veröffentlichung nur schwer zugänglich 
war. erneut zmu Abdruck bringen, rechnen wir auf den Dank des 
mathematischen Publikums; wird doch auf dieselbe bei fast allen 
neueren Untersuchungen über den Funktionsbegriff zuriickgegangen ! 
Dabei wird man es nur billigen, daß wir den Abdruck durchaus 
wörtlich gestalteten und also die Inkorrektheiten, weiche die Arbeit 
im einzelnen enthalten mag. als nebensächlich betrachteten. 

Die Red. d. math. Annalen. 
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Augenblicke, als IJcscartes von der rein algebraischen Behand- 
lung der Gleichungen dazu fortschritt, die Größenveränderungen 
zu untersuchen, welche ein algebraischer Ausdruck erleidet, 
indem eine in ihm allgemein bezeichnete Größe eine stetige 
Folge von Werten durchläuft. 

[64] Die Abhängigkeit, in welcher hiernach die Wertreihen 
zweier veränderlicher Größen stehen, findet ihren anschaulichen 
Ausdruck in dem Verhältnis der Ordinate zur Abszisse einer 
krummen Linie, und bedurfte so lange keines besonderen Ter- 
minus i als man sich auf die Untersuchung spezieller Fälle be- 
schrän kte. 

Die Entdeckung des Infinitesimalkalkuls aber mit seinen 
umfassenden Methoden drängte zu einer allgemeinen Bezeich- 
nung dieses Abhängigkeitsverhältnisses, das nach Leibnitxens*) 
Vorgänge Joh. BemouUi**) im Jahre 1718 als »Funktion« 
bezeichnete. 

Der Begriff der Funktion ist von da an der fundamentale 
Ausgangspunkt für die Analysis geworden, deren epoche- 
machenden Fortschritte aufs engste mit der Ausbildung Zu- 
sammenhängen, welche er allmählich erlitten hat. 

Euler , der das wissenschaftliche Bewußtsein in der Mitte 
des vorigen Jahrhunderts am vollständigsten vertritt, definiert 
in wesentlicher Übereinstimmung mit seinen Vorgängern***): 
»Functio quantitatis variabilis est expressio analytica 
quomodocunque composita ex illa quantitate variabili et 
numeris seu quantitatibns constantibus. « 

Wir haben uns unter einem solchen »analytischen Aus- 
druck«, dessen Bedeutung Euler näher zu bestimmen nicht 
für nötig hält, nichts anderes zu denken, als eine nach dem 
Typus algebraischer Funktionen gebildete Größenabhängigkeit. 
Denn die transzendenten Funktionen dachte man sich durch 
Entwicklungen bestimmt, welche aus einer Anzahl von Ele- 
mentaroperationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation und 
Division) ebenso gebildet werden, als die algebraischen durch 
eine endliche Anzahl solcher, ohne daß man sich Uber die 
Zulässigkeit einer solchen grenzenlosen Fortsetzung der Ope- 
rationen, Bedenken gemacht hätte. Zu jenen vier Spezies 

*) Acta Erudit. 1692. April p. 170, und 1694. Juli p. 316. 

**] Opera otnnia. t. II. p. 241. Vgl. auch Leibnitii et Joh. Bcr- 
noullii commerc. epist. 1. 1. p. 386, und Jac. Bernoullii , Oper. omn. 
t. II. p. 788. 

***) Introd. in an. inf. 1748. 1. 1. p. 4. 
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In noch viel stärkerem Maße aber geschah dies, indem 
man sich gedrängt sah, die für ein gewisses Intervall der 
Veränderlichen wohl definierten Funktionen auf ein weiteres 
Gebiet auszudehnen, und Funktionen für alle reellen Werte 
des Argumentes zu bestimmen, wenn auch ihre ursprüngliche 
Definition auf ein bestimmtes Gebiet beschränkt war. Das 
erste Beispiel einer solchen Fortsetzung war die Bestimmung 
der Logarithmen negativer Zahlen. Damit aber hatte man den 
Boden gänzlich verlassen, auf den man sich durch die Definition 
der funktionellen Abhängigkeit gestellt hatte, und ein neues 
Prinzip geschaffen, das ich etwa folgendermaßen aussprechen 
zu können glaube: 

[66] Wenn für ein Gebiet der Veränderlichen eine Ent- 
wicklung gegeben ist, welche nicht unmittelbar über 
die Grenzen desselben fortgesetzt werden kann, weil sie 
außerhalb ihre Bedeutung verliert, wenn ferner für ein 
anderes Gebiet der Veränderlichen eine andere Ent- 
wicklung gegeben ist, welche in das erste Gebiet nicht 
fortgesetzt werden kann, und es keine für beide Gebiete 
gültige Entwicklung gibt, so sollen beide Entwicklungen 
als zu einer Funktion gehörig angesehen werden, wenn 
die Funktion in jedem der beiden Gebiete dieselben 
Eigenschaften zeigt. 

Daß man hiermit einen wesentlich neuen Funktionsbegrifi' 
gesetzt hatte, konnte um so weniger bemerkt werden, als man 
niemals dieses Prinzip als solches erkannte, wenigstens nicht 
ausdrücklich formulierte, und so sah man sich denn auch nicht 
veranlaßt, genauer zu untersuchen, welche Eigenschaften und 
Relationen zwischen den Funktionswerten dazu erforderlich 
seien, um die Einheit der funktionellen Abhängigkeit in zwei 
verschiedenen analytischen Entwicklungen für verschiedene 
Größengebiete zu verbürgen. 

Eine ganze Reihe von unzureichend oder fehlerhaft er- 
wiesenen, nicht genügend determinierten, sowie von durchaus 
falschen Sätzen*) legen genügendes Zeugnis davon ab, wie un- 



Dan. Bernoulli und iMgrange erhob und uns vollständigen Einblick 
in die Anschauungen gewährt, die man damals mit dem Funktions- 
begriffe verband, ist in meisterhafter Weise von Riemann darge- 
stellt worden ;Üb. d. Darstellbnrkeit einer Funktion d. eine trigon. 
Reihe. 1867. Abh. d. Gött. Ges. t. 13. Art. 1). 

*) In dieser Beziehung erinnere ich nur an Lagranges Beweis 
des Tayforschen Lehrsatzes, wie er ihn noch 1813 (theor. d. fonct. 
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sicher das Fundament war, auf das man die ganze Fuuktionen- 
theorie gebaut hatte. 

Diese ganze Auffassung des Fuuktionsbegriffes, die ich 
kurz als die Eulerache bezeichnen werde, erhielt den ersten 
schweren Stoß im Jahre 1807 durch Vouriera bedeutende 
Entdeckung*), daß es möglich ist, durch periodische Reihen 
nicht nur analytische, etwa daneben in Potenzreihen ent- 
wickelbare Funktionen (funct. continuae), sondern auch ganz 
beliebige, keinem einfachen Gesetz genügende, oder verschie- 
dene Gesetze in ihren verschiedenen Teilen folgende Funktionen 
(funct. discontinuae), die ich illegitime nennen werde, dar- 
zustellen. 

[67] Damit aber war, wie man, freilich zögernd anerkannte, 
der ganze ältere Begriff unmöglich geworden: Wenn jene fuuctio- 
nes discontinuae auch durch analytische Ausdrücke darstellbar 
waren, so konnten die Eigenschaften algebraischer Funktionen 
nicht mehr als typisch auf alle Transzendenten übertragen 
werden; und wenn eine und dieselbe Reihe für verschiedene 
aneinanderstoßende Gebiete der Veränderlichen verschiedene 
analytische Gesetze repräsentieren konnte, so fiel das oben 
formulierte Prinzip der Fortsetzung in sich selbst zusammen. 

Es blieb nur übrig, das Axiom, daß jene Eigenschaften 
der algebraischen Funktionen, die sich auf ihre Stetigkeit, 
ihre Entwickelbarkeit in Potenzreihen usw. beziehen, allen 
analytischen Funktionen ebenfalls zukommen, und daher auch 
die Forderung, eine Funktion solle analytisch darstellbar sein, 
als eine bedeutunglose fallen zu lassen; und indem man so 
den Knoten zerhieb, folgende Erklärung zu geben: 



2 6d. gab, und. daß Cauchy Leg. sur le calc. diff. p. 105) 1829 
»entdeckte«, wie dieser Satz zuweilen »en defaut« ist; ferner daran, 
daß Gauß iTheor. d. res. funct. dem. tertia, art. 4) erst 1816 in 
bestimmter Weise auf die Unzulässigkeit einer Integration Uber 
unendliche Werte der Funktion hinwies 1 ); daß erst 1826 Abel (Crelle, 
Journ. t.l. p.311 eine richtige Bestimmung der Potenz und der bino- 
mischen Reihe lieferte, nachdem Poisson auf verschiedene Para- 
doxien in dieser Beziehung aufmerksam gemacht, und sich Männer, 
wie Poinsot Rech, sur l’analyse d. sections angul. 1825) und viele 
andere vergeblich mit deren Auflösung beschäftigt hatten: ich er- 
innere ferner an die vielfachen ungenügenden uud fehlerhaften 
Versuche, die allgemeine Begriffsbestimmung der numerischen Fa- 
kultäten für gebrochene und negative Werte der Veränderlichen 
zu geben, die erst Weierstraß Crelle. Journ. t. 51. p. 1) 1856 durch 
deren richtige Definition ersetzte usw. usw. 

* Bull. d. scicnc. p. 1. soc. philomatique. t. I. p. 112. 
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Eine Funktion heißt y von x, wenn jedem Werte 
der veränderlichen Größe x innerhalb eines gewissen 
Intervallös ein bestimmter Wert von y entspricht; gleich- 
viel, ob y in dem ganzen Intervalle nach demselben 
Gesetze von x abhängt oder nicht; ob dio Abhängigkeit 
durch mathematische Operationen ausgedrückt werden 
kann oder nicht. 

Diese reine Nominaldefinition, der ich im folgenden den 
Namen Dirichkta beilegen werde, weil sie seinen Arbeiten 
über die Fownerschen Reihen*), welche die Unhaltbarkeit jenes 
älteren Begriffes zweifellos dargetan haben, zugrunde liegt, 
reicht nun aber für die Bedürfnisse der Analysis nicht aus, 
da Funktionen dieser Art allgemeine Eigenschaften nicht be- 
sitzen, und damit alle Beziehungen von Funktionswerten für 
verschiedene Werte des Argumentes in Wegfall kommen. 

Es ist so eine empfindliche Lücke in den analytischen 
Fnndamentalbegriffen entstanden, die, obgleich sie überall mit 
Stillschweigen übergangen wird, doch nicht minder vorhanden 
ist; wie ein Blick selbst auf die besseren Lehrbücher der 
Analysis lehrt. Das eine definiert die Funktionen wesentlich 
im Erforschen Sinne, das zweite verlangt, y solle sich »gesetz- 
mäßig« mit x ändern, ohne daß eine Erklärung dieses dunklen 
Begriffes gegeben ist, das dritte definiert sie in der Weise 
Dirichleta , das vierte gar nicht; alle aber leiten aus ihrem 
Begriffe Folgerungen ab, die nicht in ihm enthalten sind. 

[68] Es war nötig, über den Dirichletachan Begriff hinaus- 
zugehen, wie bereits Gauchy dies seit dem Jahre 1815 zu tun 
begann 2 ). Aber erst in neuester Zeit (1851) ist durch Rie- 
mwnn**) mit echt philosophischem Geiste ein fester Grund 
neu gelegt worden, indem er, von dem Dirichletachvii Begriffe 
ausgehend, den der (monogenen) Funktion einer komplexen 
Variabelen begründete, und so jener leeren Definition wieder 
einen Inhalt gab, der sich dem des älteren Begriffes annäherte. 

Es war dem Gründer der Funktionentheorie komplexer 
Veränderlicher leider nicht vergönnt, sein System allseitig und 
nach dem einheitlichen Plane aufzubauen, dessen Großartigkeit 
wir aus den schönen uns bekannten Bruchstücken noch er- 
chließen können. 



*) Repert. d. Physik, her. v.Dove 1 . 1. 1837. p. 152. (S. Klass. 116, 
3—34.1 

**) Grundlagen f. e. allgem. Theor. d. Funkt. Göttingen. 
Ostwalds Klassiker. 153. 4 
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Die Grundpfeiler des neuen Systems werden hier und da 
noch nicht fttr sicher und fest genug gehalten, um von ihnen 
aus das ganze Gebäude der Analysis aufzuführen, und nament- 
lich das von Riematm in edler Bescheidenheit nach Dirichlet 
benannte Prinzip ist neuerdings mehrfach angegriffen und ver- 
teidigt worden. 

Die Bedenken sind hergenommen von gewissen a priori 
denkbaren Ausnahmefällen , in denen die Funktionen Un- 
stetigkeiten zeigen, die nicht ohne weiteres ausgeschlossen 
werden können und doch die Schlüsse, die man auf alle der 
Definition genügenden Funktionen anzuwenden hoffen durfte, 
alterieren 8 ). 

Ich glaubte nun, daß der einzige Weg, um über diese 
Unstetigkeiten ins Klare zu kommen und damit den Entscheid 
über die Natur der Funktionen vorzubereiten, der sei, sich 
von allen Vorstellungen, wie sie auch dem modernsten Mathe- 
matiker noch aus dem Erforschen Funktionsbegriffe anhaften, 
loszusagen und zunächst einmal die Mannigfaltigkeit der in 
dem reinen DiricJüetach&n Funktionsbegriffe enthaltenen, mög- 
lichen Größenbeziehnngen zweier Veränderlichen auseinander- 
znlegen, dabei aber besondere Aufmerksamkeit den bisher 
wenig oder garnicht beachteten, den illegitimen Funktionen 
zu schenken. 

In der folgenden Abhandlung habe ich den Versuch 
gemacht, diese Paradoxien der Funktionen zu behandeln, 
indem ich mich zunächst auf reelle Variabele und reelle 
endliche Werte der Funktionen einer Veränderlichen be- 
schränke. 

Nachdem in § 1 der Sinn, den ich in dieser Abhandlung 
mit dem Worte »Funktion« verbinden werde, festgelegt, in 
§ 2 die verschiedenen denkbaren Arten der Stetigkeit und 
Unstetigkeit von Funktionen in Punkten erörtert sind, so gehe 
ich in § 3 zu der Betrachtung stetiger Funktionen im allge- 
meinen Uber und zeige, daß außer den gewöhnlichen analy- 
tischen Funktionen mit endlichen, in endlicher Zahl auf einem 
gewissen Intervalle liegenden Oszillationen, auch Funktionen 
mit unendlich vielen Oszillationen unendlich kleiner Ampli- 
tude denkbar sind. [69] Ausschließlich solche Funktionen 
dieser Klasse, welche nur in der Nachbarschaft einzelner 
Punkte jene unendlich vielen Oszillationen zeigen, sind bisher, 
soviel mir bekannt, durch analytische Ausdrücke dargestellt 
worden. Mit Hilfe eines Prinzipes, auf welches ich durch ein 
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Beispiel Riemanna *) aufmerksam wurde 4 ), und welches ich das 
der Kondensation von Singularitäten nenne (§4), ist es 
mir gelungen, in § 5 analytische, unbedingt konvergente 
Reihen aufzustellen, die in ganzen Intervallen durchaus os- 
zillieren. 

Während nun alle diese Funktionen stets der Integration 
unterzogen werden können, so bietet die Frage nach der 
Existenz eines Differentialquotienten eigentümliche 
Schwierigkeiten dar. Es ist diese bisher nur selten einer 
Erörterung unterzogen worden**), weil man die Existenz einer 
Tangente an jedem Punkte einer Kurve als aus unmittelbarer 
geometrischer Anschauung gewiß, und für eine selbstverständ- 
liche Folge der »lex continuitatis« ansah, die man wie eine 
Naturnotwendigkeit im Gebiete der Mathematik respek- 
tierte. Wenn aber auch dies dunkle »Gesetz der Stetigkeit« 
in der Tat alle Bewegungen in der Natur beherrschen sollte, 
so darf es doch das Gebiet der reinen Mathematik auf keine 
Weise beschränken; und jene unmittelbare intuitive Gewißheit 
hat man selbst in durchaus geometrischen Gebieten als 30 
trügerisch befunden, daß sie auf den Rang eines wissenschaft- 
lichen Beweises nicht mehr Anspruch machen darf. Nach dem 
Vorgänge von Gauß ***), Dirichlet , Jacobif) u. a. ist denn 
auch die Überzeugung, daß die Existenz eines Differential- 
quotienten stetiger Funktionen keine notwendige Folge der 
Stetigkeit sei, sondern eine besondere Voraussetzung involviere, 
unter den neueren Mathematikern eine ziemlich allgemeine ge- 
worden, obgleich noch gar mancher an stetige Funktionen 
ohne Differentialquotienten »nicht zu glauben« erklärt. Ich 
darf hoffen, in § 5 diesen Unglauben .als ein Vorurteil dar- 
getan zu haben, indem dort völlig bestimmte Funktionen der 
angegebenen Art in analytischem Ausdrucke durch unbe- 
dingt konvergente Reihen dargestellt werden 6 ). 

[70] In § 6 und 7 habe ich die linear unstetigen Funk- 
tionen untersucht, d. h. solche, welche auf einem endlichen 



*) Üb. d. Darst. e. Funkt, art. 6. 

**) Der, soviel mir bekannt, einzige Versuch Ampere s, die 
Existenz eines solchen a priori für alle Funktionen zu erweisen 
(Journ. de l’6c. polyt. cah. XIII, 1806. p. 148; ist ganz verunglückt 5 ). 

***) Allg. Lehrs. .in Bez. auf d. im verk. Verh. etc. art. 16. 

+) Mündlicher Überlieferung nach soll Jacobi in seinen Vor- 
lesungen zuweilen bemerkt haben, »man könne sich stetige Kurven 
mit unendlich vielen Spitzen denken.« 

4 * 
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Intervalle eine unendliche Anzahl von Lösungen der Kontinuität 
zeigen, und diese nach ihrem inneren Charakter in zwei we- 
sentlich verschiedenen Klassen, die punktiert-, und die in 
Linien total unstetigen geteilt, die sich auch (§ 8) insofern 
wesentlich verschieden verhalten, als die ersteren immer, die 
letzteren niemals integrabel sind 7 ). In § 9 sind beide Klassen 
unstetiger Funktionen durch analytische Ausdrücke dargestellt. 

In den Schlußbetrachtungen habe ich endlich die erhaltenen 
Resultate zu einer Kritik des Funktionsbegriffes verwendet und 
zu zeigen versucht, daß diese mit Notwendigkeit auf die -Rie- 
mannsche Definition führt, an welche sich in der III. Note 
einige Bemerkungen über die lineare Unstetigkeit von Funk- 
tionen komplexer Veränderlicher anschließen. 

Soviel zur vorläufigen Orientierung über diesen Beitrag zur 
Metaphysik unserer Wissenschaft, den ich im folgenden dem 
Urteile der Mathematiker unterbreite. Ich verdanke die An- 
regung zu diesen Studien wesentlich Rievianm Schriften, ins- 
besondere seiner glänzenden Arbeit über die trigonometrischen 
Reihen, nach deren Erscheinen es keiner Entschuldigung mehr 
bedarf, sich mit diesen Fragen zu beschäftigen, welche, wie 
ihr Verfasser in Übereinstimmung mit Dirichlet bemerkt, »mit 
den Prinzipien der Infinitesimalrechnung in der engsten Ver- 
bindung stehen und dazu dienen können, diese zu größerer 
Klarheit und Bestimmtheit zu bringen«. Sollte mein Versuch, 
auf einem so schlüpfrigen, bisher nur selten betretenen Boden 
festen Fuß zu fassen, teilweise mißlungen sein, und es den 
Resultaten hier und da an dem wünschenswerten Abschluß 
fehlen, so glaube ich, auf einige wohlwollende Nachsicht rechnen 
zu dürfen. Denn es war bei der gelegentlichen Veröffentlichung 
dieser Gedanken meine einzige Absicht, andere Gelehrte zu 
veranlassen, ihr Interesse auch diesen fundamentalen Problemen 
der Wissenschaft zuzuwenden, welche die neuere Funktionen- 
lehre nicht mehr abzuweisen gestattet. 



Begriff (1er Funktion. 

Um alle Unbestimmtheit zu beseitigen, erkläre ich hier, 
daß im folgenden, mit Ausnahme weniger Stellen, an denen 
dies besonders bemerkt werden wird, nur von reellen Werten 
der Veränderlichen und von reellen Funktionen die Rede 



§ 1 . 
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sein wird, und ein Unendlichwerden der Funktion überall 
ausgeschlossen sein soll. Demgemäß definiere ich: 

Eine Funktion von x nennt man f[x), wenn zu 
jedem Werte von x innerhalb eines gewissen Intervalles 
ein einziger bestimmter Wert von f[x) gehört. 

[71] Es ist dabei gleichgültig, woher und wie man f(x ) 
bestimme, ob durch analytische Größenoperationen oder auf 
andere Weise. Nur muß der Wert von f (x) überall eindeutig 

und bestimmt sein. So wäre f(x) — sin — in einem x = 0 

x 

umgebenden Intervalle keine überall bestimmte Funktion, so- 
lange sie nur durch ihren analytischen Ausdruck definiert wird. 
Denn dieser wird in x — 0 völlig unbestimmbar und unbe- 
stimmt, während er in jedem x — 0 noch so nahen Punkte 
allerdings bestimmt ist. Soll sie obigem Begriffe einer völlig 
bestimmten Funktion genügen, so muß der Wert f( 0) noch 
besonders, etwa = 0, oder = 1 oder anders festgestellt sein. 

Ebensowenig ist f(x) — e* in x = 0 bestimmt, da es für posi- 
tive unendlich zu Null abnehmende x unendlich zu-, für nega- 
tive x unendlich abnimmt. Wohl aber ist 

sinx sin 2x I sin 3x 
~1 2 ' 3 

trotz ihrer Sprünge eine überall bestimmte Funktion. 

§ 2 . 

Begriff der Stetigkeit. 

Eine Funktion f(x), welche für x = a einen be- 
stimmten endlichen Wert f[a) hat, nennt man in diesem 
Punkte stetig 8 ), wenn e stets so klein angenommen 
werden kann, daß die Differenz: 

f[a + ö) — f(a) 

für alle d, die numerisch <[ e sind, numerisch kleiner, 
als eine beliebig kleine Größe o ist. 

Unstetig heißt sie im Punkte x = a , wenn e nicht 
so klein genommen werden kann, daß 

f{a + d) — f(a ) 

für alle ö, die numerisch <[ £ sind, numerisch unter 
jeder beliebig kleinen Größe a liege. 
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Es leuchtet ein, daß wenn die Funktion in x = a stetig 
ist, das £ so klein bestimmt werden kann, daß, wie auch 
d < £ angenommen werden möge, f(a + £) — f[a -f- d) nume- 
risch kleiner als jede gegebene Größe a bleibt, nicht aber 
umgekehrt. Denn wenn letztere Bedingung erfüllt ist, so kann 
daraus nur geschlossen werden, daß sich f[a -f- £) mit unendlich 
abnehmendem £ einer Grenze*) annähere, die jedoch von f(a) 
ganz verschieden sein kann, wie das Beispiel .FWrierscher 
Reihen an ihren Unstetigkeitspunkten genügend beweist. 

[72] Ich will die Eigenschaft einer Funktion: Wenn das 
positive £ stets so klein gedacht werden kann, daß f[a- 1- £) 
— f(a -f- d) für jedes von Null verschiedene d <[ £ nume- 
risch kleiner als eine beliebig kleine Größe a ist, — dadurch 
bezeichnen, daß ich sage: 

Die Funktion sei in unmittelbarer Nähe des 
Punktes x — a auf der rechten Seite stetig. 

Es kann dies also stattfinden, ohne daß die Funktion im 
Punkte x — a selbst stetig ist, aber nicht umgekehrt. Die 
Stetigkeit in einem Punkte zieht stets die Stetigkeit in seiner 
unmittelbaren Nähe, und zwar rechter und linker Seite nach 
sich. Es kann ferner f[x) in jedem x — a beliebig nahe 
kommenden Punkte x = a -j- £ stetig sein, ohne doch in 
dem Punkte x — a oder nur in seiner unmittelbaren Nähe 
stetig zu sein. Ein Beispiel hierfür liefert die Funktion 

f[x) = sin — — , 
x — a 

welche in jedem x — a noch so nahen Punkte stetig ist, ohne 
es in x — a selbst zu sein, wie man auch den durch die 
analytische Definition nicht bestimmten Wert derselben in 
x = a annehme. Aber auch in unmittelbarer Nähe von x — a 
ist sie nicht stetig; denn man wird nie e so klein machen 
können, daß 

f(a + £) — f[a -f- d) = sin- sin 

für jedes von Null verschiedene d £ unterhalb einer be- 
liebig kleinen Größe liegt; da diese Differenz fortwährend 
zwischen den Grenzen =±r 1 hin und her schwankt. Dagegen 




*) S. die genaue Fassung des Begriffes der Grenze im Anhang 

J- 
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ist die Funktion, wie schon bemerkt, für jedes * = a e, wie 
klein auch e sei, stetig; denn vorstehende Differenz läßt sich, 
■wenn e konstant gehalten wird, durch Annäherung des d an e 
beliebig klein machen. 

Ich denke, man kann diesen Fall, daß f[x) in jedem x = a 
beliebig nahen Punkte stetig ist, dadurch bezeichnen, daß man 
sagt: 

Die Funktion sei bis in unmittelbare Nähe von 
x — a stetig. 

Es folgt daraus nicht, daß sie in unmittelbarer Nähe von 
x = a stetig sein müsse. Und umgekehrt: Es kann eine 
Funktion in einem Punkte und in seiner unmittelbaren Nähe 
stetig sein, ohne es bis in seine unmittelbare Nähe zu sein, 
wie dies Beispiele des § 9 genügend beweisen. 

Es können sich ferner f(a + d) und f(a — d) mit unend- 
lich abnehmendem d zweien Grenzen nähern, welche vonein- 
ander und von f[a) verschieden sind. Man sagt dann, die 
Funktion mache hier einen »Sprung«, und nennt jene Grenzen 
die Sprungwerte. Es kann aber f[a) mit dem Grenzwerte 
von f(a- f- dj zusammenfallen und von dem Grenzwerte des 
f[a — d) verschieden sein. [73] Dann werden wir sagen, die 
Funktion sei im Punkte x = a auf der rechten Seite stetig, 
links aber nicht. 

Endlich können die Grenzwerte f(a -j- d) und f(a — d) 
gleich, der Wert f[a) aber von ihnen verschieden sein*)*). 

§ 3. 

Stetige Funktionen. 

Schlechthin stetige nennen wir solche Funktionen, 
welche in jedem endlichen Intervalle überall, mit Ausnahme 
einer endlichen Anzahl von Punkten stetig sind. Wir be- 
schränken uns hier auf die Betrachtung derjenigen Intervalle, 
welche zwischen solchen Unstetigkeitspunkten liegen, in denen 
also die Funktionen durchaus stetig, endlich und bestimmt 
sind. 

Für die meisten analytischen Funktionen, die man bisher 
in Untersuchung gezogen hat, läßt sich in jedem Punkte x — a 

*) Iiiemann hat 'Grundlagen f. e. allg. Th. p. 14) diese Unstetig- 
keiten als solche bezeichnet, welche »durch Abänderung des Funk- 
tionswertes in einem Punkte hebbar« sind. 
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ein positives Intervall t so bestimmen, daß für alle d f 
die Differenz /(a + d) — f(a) nicht allein numerisch kleiner 
als eine beliebig kleine Größe a, sondern auch einerlei 
Zeichens ist, und die Differenz mit abnehmenden d immer 
ab nimmt; ein ebensolches Intervall aber auch auf der anderen 
Seite des Punktes x — a vorhanden ist. Sind in diesem Falle 
die Zeichen der Differenzen f[a + d) — f[a ) und f(a — d) — f(a) 
dieselben, so ist in x = a ein Maximum oder ein Minimum; 
sind die Vorzeichen verschieden, so ist keins von beiden vor- 
handen. Auf ein Maximum folgt im Verlaufe einer solchen 
Funktion ein Minimum und umgekehrt. Man nennt ein solches 
Stück der Funktion zwischen einem Maximum und Minimum 
eine Oszillation, die Differenz des Maximal- und Minimal- 
wertes die Amplitude desselben*). 

Die Funktionen der angegebenen Art haben auf jedem 
endlichen Intervalle eine endliche Anzahl von Oszillationen. 

Nach dem Bilde dieser Funktionen, welche die Analysis 
fast allein kennt, kann man sich nun die anderen stetigen 
Funktionen denken, in denen, wie klein man auch e nehmen 
möge, doch f(a -f- d) — f(a) nicht für alle d <[ £ desselben 
Zeichens und nicht mit d immer abnehmend ist. Ein Beispiel 
eines solchen Verhaltens liefert die Funktion: 

fix) = x sin — , 

Jü 

[74] welche in x = 0 den Wert f( 0) = 0 hat und gewiß stetig 
ist; denn man kann die Differenz: 

f[d)—f[0) = d sin —■ 

jedenfalls beliebig klein machen, obgleich sie für abnehmende d 
immerfort zwischen positiven und negativen Werten oszilliert. 
Wir können dies Verhalten wohl so bezeichnen, daß f[x) in 
der unmittelbaren Nähe von x = 0 

unendlich viele Oszillationen mit unendlich 
kleiner Amplitude habe. 

Was hier nur in unmittelbarer Nähe eines einzelnen Punktes 
stattfindet, kann für gewisse Funktionen in einer unendlichen 
Anzahl von Punkten geschehen, die unendlich dicht beieinander 



*) leb bediene mich hier der Bezeichnung von Lipschüx ( Crelle , 
Journ. t. 63. p. 296 . 
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liegen ; Beispiele solcher Funktionen sind in I und II des § 5 
gegeben. Charakteristisch bleibt aber für diese Funktionen, 
daß, wie klein man auch das von Null verschiedene a an- 
nehmen möge, die Anzahl der Oszillationen, deren Amplituden 
> a sind, immer eine endliche ist, jedoch unbegrenzt wächst, 
wenn a unbegrenzt abnimmt. 

Man hat wohl auch von stetigen Funktionen gesprochen, 
welche eine unendliche Anzahl von Oszillationen mit 
endlicher Amplitude enthalten sollen, d. h. bei denen in 
jedem noch so kleinen Intervalle Oszillationen Vorkommen 
sollen , deren Amplituden eine gewisse konstante Größe o 

übersteigen, und hat dabei etwa an f[x) = sin — in x = 0 

gedacht. Es ist aber leicht zu zeigen, daß diese Annahme 
einen inneren Widerspruch involviert. Denn, wenn an dem 
Punkte x = a kein Intervall e existiert, innerhalb dessen für 
alle £ , f[a-\-e) — f[a) numerisch kleiner, als eine beliebig 
kleine Größe ist, sondern, wenn die Werte dieser Differenz 
innerhalb des Intervalles um jene konstante Amplitude > ^ 
schwanken, so ist eben die Funktion, dem Begriffe der Stetigkeit 

nach nicht stetig; wie denn auch schon f(x) = sin in x = 0 

• 2 / 

selbt nicht stetig, sondern gänzlich unbestimmt ist. 

Für alle stetigen Funktionen ist daher die Anzahl der 
Oszillationen, welche o sind, in jedem Intervalle 
endlich, wie nahe auch a der Null kommen möge. Sie zer- 
fallen aber in folgende zwei Klassen: 

I. Funktionen mit endlichen Oszillationen, d.h. die- 
jenigen, in denen die Anzahl der Oszillationen ]> a über eine 
bestimmte Grenze nicht hinausgeht, wie klein auch a genommen 
werde. 

Hierher gehören alle algebraischen und die meisten der 
bekannten analytischen Funktionen, denen, mit Ausnahme 
einiger kritischen Punkte, wie in 

1 § 

f[x) — sin — oder f(x) — x 
oc 

des Punktes x = 0, überall ein bestimmter, endlicher Diflfe- 
rentialquotient zuzukommen pflegt. 

[75] Es lassen sich indessen Funktionen denken, welche zwar 
überall stetig sind und zu der Klasse der Funktionen mit 
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endlichen Oszillationen gehören und doch in unendlich vielen 
Punkten eines Intervalles unendlich große Differentialquotienten, 
also gleichsam »unendlich viele Spitzen« haben*). In III und 
IV des § 5 sind solche Funktionen in analytischer Reihenform 
dargestellt, in denen sich die Differenz f[a + £) — f(a) in un- 



*) Es liegt nicht fern, solche Kurven mit unendlich vielen Spitzen 
sich etwa aut' folgende Weise anschaulich vorzustellen: Man teile 
ein Quadrat von der Seitenlange 1 durch äquidistante horizontale 
und vertikale Parallelen in ein Netz von t u- kleineren Quadraten; 
man gehe dann von der einen Ecke des großen Quadrates in zu- 
sammenhängendem Zuge nach der gegenüberliegenden Ecke, indem 
man dabei immer in jenen Parallelen bleibt, sich also bald in hori- 
zontaler, bald in vertikaler Richtung bewegt. Die Länge des Wegs, 
den man hierbei durchmißt, ist immer dieselbe, und zwar =2, wie 
man auch die Maschen jenes Netzes durchlaufe. Man wähle jetzt 
einen solchen Weg, der sich möglichst an die Diagonale anschließt 
und treppenförmig von dem einen Eckpunkte nach dem anderen 
aufsteigt, indem die Diagonale alle ausspringenden Ecken der 
Stufen trifft. Man lasse nun u beliebig wachsen; jener treppen- 
förmige Weg wird sich dann, wenn er in gleicher Weise kon- 
struiert wird, der Diagonale immer mehr annähern, und sein Ab- 
stand von dieser beliebig klein werden; während aber die Tangente 
der Diagonale fiir alle ihre Punkte denselben Wert besitzt, so 
schwankt die jenes treppenfürmigen Zuges fortwährend zwischen 
0° und 90°, und die Länge des letzteren bleibt konstant = 2, 
während die der Diagonale einen anderen Wert nämlich \2 besitzt. 
Läßt man nun u unendlich wachsen, so scheint man durch diesen 
Grenzübergang zu einer Linie zu gelangen, die zwar in ihrem ganzen 
äußeren Verlaufe mit einer geraden Linie zusammenfällt, in ihrer 
inneren Natur aber wesentlich anders beschaffen ist, indem ihre 
Richtung in jedem Tunkte gänzlich unbestimmt und ihre Länge 
von der der Geraden verschieden ist. Dies (der bekannten rota 
Aristotelica venvandte Paradoxon beruht indes auf einer Er- 
schleichung, indem dabei stillschweigend der Satz angenommen 
wird: »Wenn sich eine Schar von Kurven stetig einer Grenzkurve 
nähert, so gelten die Eigenschaften jener Schar auch für die Grenz- 
kurve.« Dieser Satz, vor dessen stillschweigender Anwendung sich 
freilich selbst bedeutende Mathematiker nicht immer bewahrt haben, 
ist aber im allgemeinen nicht nur unerweislich, sondern auch falsch; 
denn es sind genug Beispiele beizubringen, wo eine Schar von 
Kurven mit stetig veränderlicher Richtung und Krümmung sich 
stetig einer Grenzkurve nähert, welche plötzliche Änderungen der 
Richtung und Krümmung zeigt. In unserem obigen Falle findet 
das Umgekehrte statt: eine Reihe von Kurven mit springenden 
Differentialquotienten nähert sich stetig einer Kurve von konstanter 
Richtung. 



endlich vielen Punkten x — a bezüglich wie e' J und ; 

log £ 



verhält. 
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[76] Es gibt aber auch, was früher geleugnet zu werden 
pflegte, einfache transzendente Kurven, welche stetig verlaufen, 
jedoch einzelne Punkte besitzen, in welchen die Grenzen, welchen 
sich die durch jene festen Punkte und benachbarte Kurven- 
punkte gelegte Sekanten annähern, zu beiden Seiten verschieden 
sind, so daß also in diesen Punkten zwei Zweige der Kurve 
unter einem endlichen Winkel Zusammenstößen. 

Ein Beispiel hierfür ist 

• 1 +e» 



wo die Funktion unter dem Integralzeichen überall endlich 
bleibt, wenn y reelle Werte durchläuft und nur für y = 0 
unbestimmt wird. Es ist aber gleichwohl 



m = / 



o 

’ dy 

i 

1 + e ä 



bestimmt, und 

« 

m - m =f — y — = « — -r . 



i + «' 



l + C 



wo ö ein zwischen 0 und e liegender Wert ist. Da nun der 
Grenzwert von 



1 1 0 positive . 

j- = für r ö , 

± ( 1 negative 



1 + e 



so ist 



ft ./M-/to).jO 
£ ( 1 



je nachdem man sich von der rechten oder linken Seite dem 
Nullpunkte nähert. 

Ähnlich verhält sich das Integral jeder Funktion, die zu 
beiden Seiten eines Punktes verschiedene Werte annimmt. 

Am Ende des § 8 sind nun stetige Funktionen in analy- 
tischer Form angegeben, welche in unendlich vielen Punkten 
eines endlichen Intervalles dieselbe Eigenschaft zeigen. 
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II. Funktionen mit unendlich vielen Oszillationen 
unendlich kleiner Amplitude sind solche, bei denen die 
Anzahl der Oszillationen a mit abnehmendem a über alle 
Grenzen wächst. ^ 

Hierher gehört die Funktion f[x ) = x sin , welche wenig- 

stens in einem, x = 0 umschließenden Intervalle die ange- 
gebenen Eigenschaften zeigt. [77] Andere Funktionen, welche 
dieselbe Eigentümlichkeit in unendlich vielen Punkten jeder 
Strecke besitzen, sind in I. und II. des § 5 gegeben. 

Was die Differentialquotienten betrifft, so kann man aller- 
dings Funktionen dieser zweiten Klasse angeben, welche in 
unendlich vielen Punkten keine besitzen (wie I. des § 5); es 
gibt aber auch solche, bei welchen sich die Oszillationen 
gleichsam so abflachen, daß in jedem Punkte ein bestimmter 
Differentialquotient existiert*) (vgl. II. des § 5). Einfacher 
ist die Untersuchung der Integrale, und es mag hier sogleich 
bemerkt werden, daß in § 8 gezeigt werden wird: die stetigen 
Funktionen beider Klassen sind stets integrabel. 

Was die Entwicklung stetiger Funktionen in Fouriers che 
Reihen betrifft, so sind die Untersuchungen Dirichlets**), 
welche ausdrücklich auf die erste Klasse beschränkt waren, 
durch die Arbeiten von Lipschitz***) und llicmann\) dahin 
vervollständigt worden, daß alle stetigen Funktionen in perio- 
dische Reihen mit unendlich abnehmenden Koeffizienten ent- 
wickelt werden können M ). 



* Ob es möglich ist, stetige Funktionen analytisch darzu- 
stellen (oder auch nur zu denken), welche in keinem Punkte eines 
endlichen Intervalles einen bestimmten endlichen Differential- 
quotienten besitzen, steht dahin l0 ;. Denn man muß hierbei genau 
unterscheiden, ob in einem gegebenen Falle der Differentialquotient 
an sich unbestimmt ist, oder nur in einer Form erscheint, deren 
Wert wir nicht zu bestimmen vermögen. So läßt z. B. die Funktion 



1 /‘ +> 



sin nx 
n 



in dieser Form ihren Differentialquotienten unbestimmt, weil die 
Reihe zu schlecht konvergiert, um nach unseren gewöhnlichen 
Methoden die Differenz fx -j- e) — fix für abnehmende f bestimmen 
zu lassen; an sich aber ist f'(x) = 1 und keineswegs unbestimmt. 

**) Crellc. Journ. t. 4. p. 169 wird vorausgesetzt, daß nur eine 
endliche Anzahl von Maximis und Minimis vorhanden sind. 

***; Crelle. Journ. t. 63. p. 301 wird die Entwickelbarkeit nach- 
gewiesen für Funktionen, in denen f[x + e) — fix) mit £ schneller 
abnimmt, .als irgend eine positive Potenz von £. 
f) Üb. d. Darstellbark. art. 10. 
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§ 4. 

Kondensation der Singularitäten. 

Es muß der Fortgang der theoretischen Entwicklung hier 
unterbrochen werden, um das Prinzip auseinanderzusetzen, 
welches die im vorigen Paragraphen angeführten illegitimen 
Funktionen analytisch darzustellen gestattet. 

[78] Es sei (p (y) eine Funktion, welche für alle Werte 
von y zwischen — 1 und + 1, mit Ausnahme von y = 0, einen 
völlig bestimmten, zwischen -j- 1 und — 1 liegenden Wert 
hat und das normale Verhalten analytischer Funktionen zeigt, 
daß (p (y -{- d) für ein genügend kleines ö nach dem Taylor- 
schen Lehrsätze 

<p[y + ö) = <P(^) + <V (?) + £<**?>'' 

entwickelt werden kann. In y = 0 aber habe diese Funktion 
eine Singularität, welche die Entwicklung von (p[y) nach 
ganzen Potenzen von x unzulässig macht; doch sei ihr Wert 
auch in diesem Punkte bestimmt, und zwar (p (0) = 0. 

Diese Singularität, welche der Funktion <p (y) nur für einen 
einzelnen Punkt y — 0 zukommt, kann nun einer Funktion f(x) 
so imprägniert wei den, daß sie diese in unendlich vielen Punkten 
eines endlichen Intervalles besitzt, und zwar, indem man setzt 

/» = 2 <f>{Ün nX ^ • 
n=i n 



Wenn s ]> 3 vorausgesetzt wird, so konvergiert diese Reihe, 
weil ihre Glieder numerisch nicht größer sind, als die der 
konvergenten Reihe 



00 




n= 1 



l 



Die Funktion f(x) ist daher immer endlich und bestimmt, 
wenn der Funktion rp[y), wie vorausgesetzt, diese Eigenschaften 
zukommen. 

Um nun die Singularitäten der neuen Funktion f[x ) zu 
untersuchen 12 ), so bemerke man zunächst, daß nach bekannten 
Regeln 




1 

(s — l)«z s ~ 1 
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und daher 



_X7 f /'( 3in nxn ) 

f[x] S —s— 

wo h einen echten Bruch bezeichnet, 
falls einen echten Bruch vorstellt 



4. _ _ 

' »,,S— t > 



m 



Somit ist, wenn h' eben- 



, .1 . V7 <]P (9in n[x-±-e]n) qp (sin nx n) , h’ 

n— 1 

Hierin bedeutet m eine beliebig große, e eine beliebig 
kleine Zahl, deren Wachstum und Abnahme wir in beliebige 
Verbindung miteinander setzen können. Wir wollen voraus- 
setzen, daß, wie groß auch m sei, immer me unter einer be- 
liebig kleinen Größe liege. [79] Da somit um so mehr ne 
eine beliebig kleine Größe darstellt, so ist die Entwicklung 

<p (sin n [x -f- e] n) 

= <p($\nnxit) -j- nen coanxn • <//(sinn[x -f- xe] n) 

(wo •/. ein echter Bruch) gestattet, wenn nicht sin nxn — 0. 

Dieser Fall aber tritt für kein Glied der Reihe ein, wenn z 
eine irrationale Größe ist; es ist dann 



. . „ , '*rt(P isinwfa; + y.e]n) h 

fix + e) — f[x) — £ 7T>. — ^ — — cos nxn -j — 

' rr ~ 1 vi s ~ l 



Die Reihe rechter Hand ist konvergent, wenn s ]>■ 3, wie wir 
vorausgesetzt haben; und es kann somit durch Verkleinerung 
von e die Differenz f[x + «) — f[x) immer beliebig klein ge- 
macht werden. 

Die Funktion f[x) ist daher in jedem irrationalen 
Punkte stetig, und noch mehr: sie hat in jedem solchen 
Punkte einen völlig bestimmten, endlichen Differential- 
quotienten. 

Denn es ist 

= „y? - i»M* + »«]») _V_ 

e ~ 1 n em s ~ { 

Nun nähert sich mit stetig abnehmendem e unter der 
Voraussetzung s ]> 3 die Reihe jedenfalls der Grenze 



00 




n=l 



rn (sin nxn) 

■ — - cos nxn 

n s ~ 1 



1 
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und wenn man jene Beziehung zwischen dem Wachstum von m 
und der Abnahme von e genauer so determiniert, daß em zwar 
unendlich abnehmen, em s ~ * = em ■ m s ~ * aber unendlich 
wachsen soll, was z. B. durch die Substitution 



m 




!><?> 



1 



8 — 1 



bewirkt werden kann, so sieht man, daß der Rest verschwindet, 
also der Differentialquotient 



,,, . wtt <p' [sin nxrz) 
f'[x) = n > - — — cos nxit 

iS n 

in jedem irrationalen Punkte eindeutig bestimmt und von der 
Abnahme des e ganz unabhängig ist. 

Die Funktion verhält sich demnach in jedem irrationalen 
Punkte ganz legitim ; einen wesentlich verschiedenen Charakter 
hat sie dagegen in den Punkten, wo x einen rationalen 

v 

Wert, der in seiner reduzierten Form x — — sein möge, besitzt. 
[80] Fassen wir in der Reihe, welche f(x-\-e ) — f(x) bestimmt 



m 

2 " 

»1 = 1 



(f (sin n [x + e] ir) — cp (sin nxit) 



zunächst die Glieder zusammen, für welche n kein Multiplum 
von u, so bilden sie eine Reihe, welche die eben besprochenen 
Eigenschaften hat, und mit eQ bezeichnet werden mag; die 
übrigen Glieder aber, in denen für ganzzahlige r, n = ur ist, 

haben eine ganz andere Natur; sie geben, da r/'lshm ~ tc 

— cp (sin rv 7t) = cp (0) also nach unserer Voraussetzung = 0 
wird, die Reihe 



w’o r alle ganzen Zahlwerte von 1 bis zu der unter — liegen- 
den ganzen Zahl durchläuft, und das Vorzeichen ± zu nehmen 
ist, je nachdem rv gerade oder ungerade ist. Man kann hierfür, 
wenn e abnimmt und trotz der Zunahme des m doch immer 
me beliebig klein werden soll. 






cp(z 



sin ru£7t) 




cp(± r^itTtj 
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schreiben und sieht jetzt, wie die Singularität, welche cp(y) 
für y = 0 besitzt, sich auf unsere Funktion überträgt. Denn 
es leuchtet ein, daß s immer so groß genommen werden kann, 
daß das erste Glied dieser Reihe, also 

h<P [±yen) 



die Singularität wesentlich bestimmt. 

Wenn die Entwicklung von tp(ö) nach Potenzen von ö 
nicht mehr gilt, und die Funktion <p(±r/.ie7t) selbst für die 
kleinsten Werte von e nicht in dem Grade wie e abnimmt, 
so sieht man, daß die Division der Gleichung 






li 



durch s auf keinen bestimmten Grenzwert für 



f[ x + e) — f[x ) 
e 

führen wird, und daher 

die Funktion f(x) einen Differentialquotienten für ratio- 
nale Werte von x nicht besitzt. 

Ist cp[y) auch im Punkte y — 0 stetig, so ist aus dem 
vorstehenden Werte der Differenz f[x + e) — f[x) ersichtlich, 
daß f[x) in allen, auch in den rationalen Punkten x stetig ist, 
ohne doch in diesen einen Differentialquotienten zu haben. 

[ 81 ] Die Singularität tp(y) in dem Punkte y = 0 
wird also auf jeden rationalen Punkt x der Funktion 
f{x) übertragen, indem sich für solche x in der Reihe 

<p(sin nx7t) 

t[X] ^ 
n= 1 

immer Glieder finden, welche jene Eigenheiten be- 
sitzen; während für irrationale x sich alle Glieder 
legitim verhalten. 

Die unendlich vielen Singularitäten, welche cp [ainy 7t) nach 
den vorausgesetzten Eigenschaften der Funktion cp in den dis- 
kreten Punkten y = 0, 1, 2, 3, . . . besitzt, drängen sich in der 
Funktion f[x) gewissermaßen auf eine endliche Strecke zusammen, 
und ich habe daher das Prinzip, von solchen Funktionen cp zu 
zu den f überzugehen, als das der Kondensation der Sin- 
bezeichnen zu können geglaubt 13 ). 
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Die weitere Ausführung für bestimmte Funktionen wird im 
folgenden in verschiedenen Beispielen gegeben werden. Im 
allgemeinen kann man noch bemerken, daß die Singularität 
in einem rationalen Punkte um so stärker ausgeprägt erscheint, 

v 

je einfacher der Wert x = — , d. h. je kleiner der Nenner u 

ist. Die der Funktion tp eigene Singularität überträgt sich 
nämlich auf die Funktion f nur in dem Verhältnis von u s : 1. 
Die Funktion nimmt daher, je näher man einem irrationalen 
Punkte kommt, immer mehr den in solchen vorhandenen 
Charakter der Stetigkeit an. 



§ 5. 



Stetige Funktionen mit unendlich vielen Singularitäten. 



I. Diese allgemeinen Bemerkungen sollen im besonderen 
auf die Funktion 

ffiy) = y sin y 

angewandt werden, welche überall stetig ist, aber in y = 0 
unendlich viele, unendlich kleine Oszillationen besitzt und daher 
nach aufsteigenden Potenzen von y nicht entwickelbar ist. 

Die Funktion 

fix) = sin nxTt ■ sin/-; — - — \ 

^ ir \sm nxTtj 

ist nun, wie aus vorstehenden Betrachtungen erhellt, in allen 
irrationalen Punkten x stetig und differentiibel. 

P 

[82] Ist aber x — — rational, so enthält fix -f- e) außer 
einer Reihe eQ noch die Glieder: 



1 1 . / 1 \ 

— j f sin ru e n • sin | ) , 

r \am rue7t! 



die man, wenn e genügend klein angenommen wird, 
Glieder höherer Ordnung, durch 



bis auf 



7t 1 1 

f.?~ r s ~ ‘ 8m r/.i£7C 

Ostwalds Klassiker. 15S. 5 
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ersetzen kann, so daß 

f[x + e) — f[x) = e ■ 

gesetzt werden darf, 
die Summe 



7C "^7 1 1 i < h 

> -rzrr Bin h 6 Q H t^tt 

s iA r ' < rf.itn m s 1 

Da sich nun für einigermaßen große s 




1 

sin 

rptsn 



wesentlich anf ihr erstes Glied reduziert, so verhält sich 



f( x + £ ) - f( x ) wie a T—T 9in ~ ■ 

Die Funktion f[x) ist daher in den rationalen Punkten x 
zwar stetig, aber nicht in der Weise, daß ihrem Differential- 
quotienten ein bestimmter Wert zukäme. Vielmehr kann am 
solche Punkte herum kein Intervall von solcher Kleinheit an- 
gegeben werden, daß in ihm die Differenz f{ a; -f- e) — f[x) 
immer abnähme, oder nur ein und dasselbe Zeichen behielte. 
Wir können dies Verhalten, welches dem unserer jetzigen 
Funktion (p (y) in y — 0 gleicht, dahin bezeichnen: die 
Funktion f[x ) macht in jedem rationalen Punkte x 
unendlich viele unendlich kleine Oszillationen, ohne 
jedoch jemals unstetig zu werden. 

II. Setzt man 




so finden in bezug auf das Oszillieren in jedem rationalen 
Punkte ganz ähnliche Verhältnisse bei der Funktion: 



fix) = V 7 (sin nx/tf sin (- — ) , 
n s \sin nx/cf 

«=i ' ' 



wie bei der in der vorigen Kummer statt. Man hat aber jetzt, 
wenn die frtlheren Bezeichnungen beibehalten werden 



’ f[x + 6) ~ f{x) 
£ 



Q + e 





1 

sin , 

riieji 



wo die für abnehmende t und zunehmende m verschwindenden 
Restglieder sogleich weggelassen sind. [83 Halten wir nun 
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die Voraussetzung s 3 fest, so verschwindet mit unendlich 
abnehmendem e das Produkt jener konvergenten 2' in e, und 
es nähert sich der Quotient 



f(x + e) — f(x) 
£ 



der Grenze Q. 



Obgleich daher, wie man sieht, in jedem rationalen 
Punkte x auch jetzt unendlich viele, unendlich kleine Oszilla- 
tionen vorhanden sind, besitzt die Funktion doch in 
jedem Punkte einen völlig bestimmten Differential- 
quotienten*); der Grund hiervon ist in der Kleinheit dieser 
Oszillationen zu suchen, die eine unendlich kleine Amplitude 
der zweiten Ordnung haben, ebenso wie die der Funktion 

<jp(x) = x 4 sin — in x = 0 , 



während die Amplituden in Nr. I unendlich klein von erster 
Ordnung sind. 

III. u ) Setzt man 

v ( y ) = y , 

und bildet demgemäß 



m =2 



(sin «x; r) 



*) Doch ist hier vielleicht die Bemerkung nicht überflüssig, 
daß die Derivierte f'[x), als Funktion von x angesehen, sich keines- 
wegs bei Annäherung des x an einen rationalen Wert jener Grenze Q 
annähert, sondern fortwährend oszilliert, wie der Wert von 



f'[x) =^ 7 jp-f (sin nxn) 2 sin (-=— - — ) 

— ^ n* dx| \sra nxnj 

sofort zeigt. Ganz analog ist zwar für die Funktion rp[x) = x- sin — 

X 

der Grenzwert von 



<f (t) — y (0) 

e 



. 1 



c sin — 

e 



bestimmt, und also <p'{ 0) = 0. Im allgemeinen aber ist 
rp'ix) = 2xsin * — cos — 

X X 



und daher <p' ! x) eine Größe, welche bei abnehmenden x fortwährend 
oszilliert und sich nicht der Grenze y'( 0) =0 annähert. 

5* 
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so hat man hierin eine durchaus stetige, reelle Funktion, 
wenn unter der Kubikwurzel stets ihr reeller Wert verstanden 
wird. 



Für ein rationales x — — ist 

(enf 



f{x + e)-f{x) — + + rr, 



f 84] und man sieht, daß die Funktion zu der ersten Klasse der 
in § 3 betrachteten gehört; denn die Differenz f[x-\- t) — fix) 
nimmt mit f fortwährend ab, ohne dabei ihr Zeichen zu wechseln: 
die Funktion f{x) besitzt demnach keine Oszillationen: 
gleichwohl aber existiert für vorliegende Funktion kein end- 
licher Diffe rentiaquotient; vielmehr wächst 



f(x + f) — f(x) 



Q 



Tt 



SU 



Ly_l 



mit abnehmendem e über alle Grenzen. 

Wenn man will, kann man das räumliche Korrelat der 
Funktion f[x) eine stetige Kurve mit unendlich vielen 
Spitzen nennen. 



IV. An Stelle vieler ähnlicher Beispiele sei nur noch das 
eine erwähnt, wo 

1 

log y.y i 

und 0 <[ /- <! ™ • Dann zeigt 




m =2 



i 






i 

log Y. (sin HXjC ) 1 



für ein rationales x — — - die Differenz 

f[x -h e) — f[x) = eQ+ i 
und es wird daher 



1 

log x(r/x€7t)* 



f[x + s ) — fix) 1 yl 1 

s r s s log v. [ru s n ) % * 

mit abnehmendem s immer ins negativ Unendliche wachsen. 
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§ 6 . 

Definition und Beispiele von linear unstetigen Funktionen. 

Unstetig im Punkte x — a nennt man eine Funktion 
f[x) y wenn es unter den Werten, welche die Differenz 
f[a -f- 8) — f[a) für alle positiven und negativen <5, die 
numerisch <[ £ sind, annimmt, immer solche gibt, die 
eine gewisse endliche Größe a numerisch übersteigen, 
wie klein man auch £ annehmen möge. 

Ich werde von einer solchen Funktion sagen: sie mache 
im Punkte x — a Sprünge, die [> a sind. 

Zur bequemeren Ausdrucksweise führe ich noch bei der 
Behandlung der Unstetigkeiten einen neuen Begriff ein und 
verstehe unter 

[85] der Schwankung*) einer Funktion in einem ge- 
wissen Intervalle die Differenz des größten und , klein- 
sten Wertes, welchen die Funktion in jenem Intervalle 
annimmt. 

Die Schwankung einer Funktion innerhalb eines Intervalles, 
welches einen Punkt x — a umgibt, in dem f(x) Sprünge [> o 
macht, ist daher jedenfalls > a. Sind die Sprünge in dem 
Punkte <[ er, so kann immer ein kleines Intervall um den 
Punkt x = a herum angegeben werden, innerhalb dessen die 
Schwankung weniger beträgt als 2 a. 

Die schlechthin stetigen Funktionen machen solche Sprünge 
ia einzelnen Punkten, weiche nur in endlicher Anzahl auf einer 
Strecke vorhanden sein dürfen, und zwischen sich immer ein 
endliches Intervall enthalten, in dem die Funktion durchaus 
stetig ist. Solche punktuelle Unstetigkeiten 15 ) können sich 
aber auch in unendlicher Anzahl auf einer Strecke zusammen- 
drängen und erzeugen so lineare Unstetigkeiten, zu deren 
Betrachtung wir uns jetzt wenden, indem wir definieren: 

Linear unstetige Funktionen sind solche, welche in 
unendlich vielen Punkten einer endlichen Strecke unstetig 
sind. 

Die Sprünge, welche die Funktion in diesen unendlich vielen 
Punkten macht, können indes insofern ein sehr verschiedenes 
Verhalten zeigen, als entweder die Zahl der Punkte, in denen 
Sprünge größer als eine bestimmte endliche Größe a Vorkommen, 
unendlich ist, oder deren Zahl nur unendlich wächst, wenn a 

*} Nach Rümann, Cb. d. Darst. art. 5. 
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unendlich abnimmt. Obgleich im letzteren Falle die Punkte, 
in denen die Sprünge größer als eine bestimmte endliche 
Größe er sind, nur in endlicher Zahl Vorkommen, so sind doch 
diese Funktionen von den schlechthin stetigen, welche über- 
haupt nur in einer endlichen Anzahl von Punkten unstetig 
werden, wesentlich verschieden. 

Die mannigfachen Eigentümlichkeiten, welche die linear un- 
stetigen Funktionen zeigen können, mögen zunächst an einer 
Reihe von Beispielen vorgeftihrt werden, in denen wir die 
Veränderliche x das Intervall von x = 0 bis x = 1 durch- 
laufen lassen. 



I. Für jedes rationale x sei f(x) — 0, für jedes irrationale 
f[x) = 1 *). Dann sind in jedem noch so kleinen Intervalle 
unendlich viele Punkte, in denen beiderseits Sprünge von der 
Größe 1 Vorkommen, enthalten, und es gibt nirgends einen 
Punkt x = a, in dem f[a -j- d) — f[a) für alle Ö <[ c, wie 
klein man auch e annehme, numerisch <[ 1 wäre. 

II. Die Funktion habe den Wert f[x) — 1, für die Strecke 
x = 0 bis x = 1 mit Ausnahme unendlich vieler Intervalle 



von der Größe C“, 



welche in den Punkten x — 




n = 1 bis n — oo) ihre Mittelpunkte haben; in jedem dieser 
Intervalle aber sei die Funktion in derselben Weise unstetig, 
als die unter I. beschriebene, d. h. sie nehme den Wert 0 für 
alle rationalen, den Wert 1 für alle irrationalen Werte des 
Argumentes an. [86] Die Gesamtgröße s der Intervalle, in 
denen überall Schwankungen = 1 Vorkommen, beträgt 







Zwischen zwei solchen Intervallen liegt immer eine Strecke, 

/I \ n I i \ n+1 

in welcher die Funktion stetig ist; denn die Punkte lg)» I g l 



sind umgeben von Intervallen c", C”** mit endlichen Schwan- 
kungen, zwischen diesen bleibt ein Raum 




1 \ / , 1 v W + 1 1 \ /I i M + l 

*r)-((f) +2 f "i=(2) {‘-wrn+t» 



*) Auf solche Funktionen hat Dirichlet (Grelle, Journ. t. IV. 
p. 169) aufmerksam gemacht. 
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der, wenn etwa f - , für alle n positiv ist und mit wach- 
senden n unbegrenzt abnimmt. 

III. Die Funktion habe den Wert f[x) = I für alle Werte 

des Argumentes außer den Punkten x — i ( von « = 1 

bis n = oo), in denen f(x ) = 0 sein möge. Die Unstetigkeit 
ist hier auf einzelne, wenn auch unendlich viele Punkte be- 



schränkt, in denen Sprünge von der Größe 1 Vorkommen. Es 
gibt nirgends ein ganz mit Unstetigkeiten erfülltes Intervall. 

Soll ein den Punkt x = umgebendes Intervall nur die 



in diesem Punkte stattfindende Unstetigkeit einschließen, so 
kann es beliebig klein genommen werden. Ja noch mehr: die 
Gesamtgröße s aller Intervalle dieser Art kann beliebig klein 
gemacht werden. Denn nimmt man e n als die Größe des 



einen Punkt x — 




einschließenden 



Intervalles , 



so kann 



jene Summe 



+ + = 

1 — £ 

mit e beliebig verkleinert werden. 

IY. Die Funktion habe von x = 1 bis x — — den Wert 

u 

f(x) = 1, von x — bis x = | * j den Wert * , allgemein 

( 1 \” /I \ ,l+l / 1 \ n 

— -1 bis x = 1 — 1 den Wert f(x) = 1 — 1 . Diese 

Funktion, welche nur in den Punkten x== (t) unstetig wird 

/ l \ n ' “ ' 

und in denselben um 1 — 1 springt, hat nicht, wie die bisher 



betrachteten Beispiele, eine unendliche Anzahl von Punkten, 
in denen ihre Sprünge eine gewisse endliche Größe Ubertrefien; 
vielmehr ist die Anzahl der Sprünge, die a sind, für jedes 
o endlich, nimmt aber mit abnehmendem o fortwährend und 
ohne Grenze zu. [87] Die Gesamtgröße der Intervalle, in denen 
Sprünge ]> a Vorkommen, kann offenbar für jedes a beliebig 
klein gemacht werden, da die Anzahl der Intervalle eine end- 
liche ist, und diese nur die Unstetigkeitspunkte notwendig um- 
schließen müssen. 
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§ 7 . 

Theorie uml Klassifikation der linear nnstetigen 
Punktionen. 

Die vorstehenden Beispiele lassen deutlich zwei Klassen 
von linear unstetigen Funktionen unterscheiden: Solche, welche 
innerhalb ganzer Intervalle total, und solche, welche nur in 
zerstreuten, wenn auch unendlich zahlreichen Punkten unstetig 
sind. Doch bedürfen diese Begriffe noch einer präziseren 
Fassung. 

Wenn auf einer Strecke eine Schar von Punkten 
liegt, denen eine gewisse Eigenschaft zukommt, so 
sage ich, daß diese Punkte 

die Strecke erfüllen, w T enn in der Strecke kein 
noch so kleines Intervall angegeben werden kann, in 
dem nicht wenigstens ein Punkt jener Schar läge 16 ); 

daß dagegen diese Schar von Punkten die Strecke 
nicht erfüllt, sondern die Punkte zerstreut auf 
ihr liegen, wenn zwischen je zwei beliebig nahen 
Punkten der Strecke immer ein Intervall angegeben 
werden kann, in dem kein Punkt jener Schar liegt. 
Wir betrachten nun diese beiden Fälle einzeln: 

I. Wenn eine Strecke nicht von solchen Punkten erfüllt 
ist, in denen Sprünge a stattfinden, sondern diese zerstreut, 
immerhin in unendlicher oder in einer mit unbegrenzt ab- 
nehmendem a unendlich zunehmenden Anzahl in ihr liegen, so 
gibt es der Definition nach, zwischen zwei solchen Punkten 
immer ein Intervall, in dem kein solcher Punkt mit Sprüngen 
o liegt, in dem also auch die Schwankungen der Funktion 
<^2o sind, und es gilt nun der Lehrsatz: 

Wenn eine Strecke nicht von Punkten erfüllt ist, in 
denen Sprünge a stattfinden, so kann die Gesamtgröße 
s der Intervalle, in denen die Schwankungen ^>2 a sind, 
beliebig klein angenommen werden 17 ). 

Beweis. Die Intervalle, welche s zusammensetzen, liegen 
herum um jene zerstreuten Unstetigkeitspunkte, in denen die 
Funktion Sprünge von der Größe a zeigt. Ist daher die Anzahl 
jener Punkte endlich, so kann die Gesamtgröße der Intervalle, 
da man jedes derselben beliebig klein machen kann, auch be- 
liebig verkleinert werden. Im Falle, daß die Anzahl jener 
Punkte unendlich groß ist, zwischen ihnen aber nach obiger 
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Bemerkung noch Zwischenräume liegen, in denen die Schwan- 
kung <C_ 2 a ist, kann man so verfahren : Man teile die ganze 
Strecke, die man betrachtet, in Intervalle, von denen jedes 
einen dieser Unstetigkeitspunkte mit Sprüngen j> a umgibt, 
und wähle diese Intervalle so groß, daß sie zusammengenom- 
men die ganze Strecke erfüllen. [88] Denkt man sich dann 
jedes dieser Intervalle zusammengezogen auf den nten Teil, 
jedoch so, daß es auch jetzt noch den betreffenden Unstetigkeits- 
punkt umgibt, so ist der übrige Teil der Strecke von Sprüngen 
j> ff frei; die Summe jener Intervalle aber, in denen Sprünge 
j> ff Vorkommen, ist der nte Teil der gesamten Strecke und 
kann daher durch Vergrößerung von n beliebig klein gemacht 
werden, q. e. d. 

Es gilt aber auch die Umkehrung, nämlich das Theorem: 

Kann die Gesamtgröße der Intervalle, in denen Schwan- 
kungen ]> o Vorkommen, beliebig klein gemacht werden, 
so kommen Punkte, in denen die Funktion um mehr als o 
springt, nur zerstreut vor. 

Beweis. Erfüllten nämlich diese Punkte mit Sprüngen 
]> ff auch nur ein kleines Intervall h, so würde in diesem 
die Schwankung immer ]> ff sein, und daher die Gesamtsumme 
der Intervalle, in denen Schwankungen ]> ff Vorkommen, 
jedenfalls nicht <[ h werden können, was der Voraussetzung 
widerspricht, q. e. d. 

II. Wir betrachten analog den Fall der eine Strecke er- 
füllenden Unstetigkeiten und beweisen den folgenden Lehrsatz: 

Wenn Punkte, in denen Sprünge ff stattfinden, eine 
Strecke erfüllen, so kann aus dieser nirgends ein Inter- 
vall herausgenommen werden, in dem die Schwankung 
<[ ff wäre. 

Beweis. Denn gäbe es ein solches Intervall, in dem die 
Schwankung ff wäre , und reichte dasselbe von x = a bis 
z=a-|-£, so wäre f(a -j- d) — f(a + d') immer numerisch 
<[ ff, wenn d, d' in dem Intervall e liegen. Nun gibt es aber, 
da die Punkte mit Sprüngen J> a die ganze Strecke erfüllen, 
zufolge der Definition dieses Begriffes, in jedem Intervall, also 
auch in dem e, wenigstens einen Punkt x = a-\-y, in dem 
Sprünge > ff stattfinden; d. h. es gibt jedenfalls ein C, so 
daß f[a -f- y -f- C) — f(a -f- y) numerisch ]> ff ist, wo y und 
/+ £ in jenem Intervalle e liegen. Setzt man daher /+ C= d, 
’/ = d', so wäre f[a + d) — f(a -f- d') numerisch ]> ff, was 
dem Vorigen widerspricht, q. e. d. 
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Es gilt aber auch die Umkehrung, nämlich der Satz: 
Wenn in jedem Intervalle einer Strecke die Schwankung 
a ist, so ist die Strecke erfüllt mit Punkten, in denen 

Sprünge > -i- o stattfinden. 

Beweis. Denn wäre die Strecke nicht erfüllt mit solchen 
Punkten, so gebe es in ihr ein Intervall von x = a bis x= a 
+ £, so daß die Differenzen f[d d) — f[a) und f[a -}- 8') 

— f[a) numerisch <[ — a wären, wenn 8 und 8' <[ s sind. 

Dann müßte aber f(a -}- 8) — f[a 8') numerisch <[ o, also 
die Schwankung in diesem Intervalle a sein, was der Vor- 
aussetzung widerspricht, q. e. d. 

[89] Die vorstehenden Erläuterungen werden genügend dar- 
getan haben, daß die linear unstetigen Funktionen in zwei 
prinzipiell verschiedene Klassen zerfallen: 

I. Klasse 18 ). Die punktiert unstetigen Funktionen oder 
solche, welche nur in zerstreuten Punkten linear unstetig sind ; 
genauer gefaßt wird ihre Definition so lauten : 

Punktiert unstetig heißen solche linear unstetigen 
Funktionen, bei welchen die Punkte mit Sprüngen > tf 
nur zerstreut Vorkommen und keine Strecke er- 
füllen, wie klein auch die von Null verschiedene 
Größe a sei. 

Die beiden unter I. entwickelten Sätze lassen sofort erkennen: 
Die notwendige und hinreichende Bedingung da- 
für, daß eine linear unstetige Funktion zu den punk- 
tiert unstetigen gehört, ist die, daß die Gesamtgröße 
aller Intervalle, in denen Schwankungen o Vor- 
kommen, für jedes kleine, aber von Null verschiedene 
o, beliebig klein gemacht werden kann. 

Insofern diese punktiert unstetigen Funktionen sich von 
denjenigen stetigen Funktionen, die eine endliche Anzahl von 
Unterbrechungen der Kontinuität besitzen, unterscheiden sollen, 
müssen sie eine unendliche Anzahl solcher enthalten. Dies 
kann aber entweder so geschehen, daß die Anzahl der Punkte, 
in denen Sprünge > a Vorkommen, schon für ein endliches <x 
eine unendliche ist oder erst mit unendlich abnehmendem u 
über alle Grenzen wächst. 

Zu der ersten Art gehört die in III. des vorigen Paragraph 
riebene Funktion, sowie überhaupt alle Funktionen, die 
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aus stetigen dadurch entstanden sind, daß eine unendliche 
Anzahl zerstreuter Punkte aus dem Zusammenhänge 
gerissen und um endliche Größen verschoben sind. 

Zu der zweiten Art gehört die Funktion IV. des vorigen 
Paragraph, sowie überhaupt alle linear unstetigen Funktio- 
nen, welche auf einem endlichen Intervalle nur eine 
endliche Anzahl Maxima und Minima haben. Denn be- 
trachten wir z. B. ein Intervall zwischen einem Minimum und 
einem folgenden Maximum, so werden in diesem entweder nur 
eine endliche Anzahl von Sprüngen Vorkommen — und dann 
hat man keine linear unstetige Funktion; oder es ist eine un- 
endliche Menge von Sprüngen vorhanden: da aber durch alle 
diese nur ein Wachsen um eine endliche Größe erzielt wird, 
so können unter den Sprüngen, die sich sukzessive zu den 
Funktionswerten addieren, nur eine endliche Anzahl solcher 
vorhanden sein, welche eine beliebig kleine Größe übertreffen. 

Zu dieser Art gehören ferner die in I., II. und III. des 
§ 9 analytisch dargestellten Funktionen. 

[90] Gemeinsam allen Funktionen dieser Klasse ist folgende 
sehr bemerkenswei’te Eigenschaft : 

Die punktiert unstetigen Funktionen sind 1. in unendlich 
vielen Punkten stetig und 2. in unmittelbarer Nähe jedes 
Unstetigkeitspunktes stetig 19 ). 

Beweis. 1. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Punkten, 
in denen Sprünge ]> a Vorkommen, gibt es nach dem Begriffe 
der punktiert unstetigen Funktionen jedenfalls ein Intervall, 
in dem die Sprünge <[ o sind. Ans diesem Intervall scheide 

man die Punkte aus, in denen Sprünge ]> a Vorkommen, 

dt 

und fasse zwischen ihnen ein Intervall ins Auge,* in dem die 
Sprünge daher <C. o sind. So fahre man fort, indem man 

£t 

die Größe der Sprünge immer halbiert und aus dem Intervall 
zwischen Punkten mit Sprüngen j a eines ins Auge faßt, 

in dem die Sprünge <[ o sind. Macht man diese Ope- 
ration unendlich oft, so wird das übrigbleibende Intervall ent- 
weder von endlicher Größe sein, und dann ist das Behauptete 
erwiesen, oder das Intervall nimmt unendlich ab. ln diesem 
Falle jedoch wird es sich allmählich auf einen Punkt a kon- 
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zentrieren, der allen jenen Intervallen gemeinschaftlich ist; um 
diesen lagern sich, allmählich sich erweiternd, die Intervalle, 



die von Sprüngen ]> 





frei sind, 



und es wird daher immer ein Intervall e angegeben werden 
können, so daß für alle d< f, f[a -f- ö) — f[a) numerisch 
<[ o' sei, wie klein auch a' sei; d. h. aber: die Funktion ist 
in a stetig. Überdem zeigt diese Konstruktionsweise des Punk- 
tes a , daß es auf jeder endlichen Strecke unendlich viele sol- 
cher Punkte gibt. 

2. Man fixiere einen Punkt x = a, in dem Sprünge a 
9tattfinden ; dann suche man den nächsten Punkt x = a *+* K 
in dem Spi’ünge ]> a Vorkommen; in dem dazwischen liegen- 
den Intervalle werden die Schwankungen <[ 2 er und daher 
die Differenz f[a -f- t) — f[a + ö) numerisch <[ 2 a sein, wenn 
ö, s < h sind. Wird nun a beliebig verkleinert, so wird sich 
zwar das Intervall li , das den Abstand von a bis zu dem 
nächsten Punkte mit Sprüngen a angibt, verkleinern können, 
immer aber wird in diesem Intervalle f{a + f) — f[a -f- ö) 
numerisch <2 a sein, wie klein man auch die von Null ver- 
schiedenen e und ö annehme. Es nähert sich daher f(a- j- e) 
einer bestimmten, und zwar nach Voraussetzung von f[a) ver- 
schiedenen Grenze, und dies gibt nach der in § 2 eingeführten 
Terminologie obigen Satz. q. e. d. 

Die punktiert unstetigen Funktionen können, wie I. des 
§ 9 zeigt, in den Punkten, in welchen sie stetig sind, Dif- 
ferentialquotienten besitzen. [91] Im folgenden Paragraph 
wird gezeigt werden, daß ihnen ein Integral unbedingt zu- 
kommt, und sie immer in Fourier sehe Reihen entwickelt werden 
können. 

Die Funktionen dieser Klasse stehen, wie man sieht, in 
ihrem Verhalten den stetigen nahe, und es könnte bei solchen 
Funktionen, wie I., II., III. des § 9 selbst unpassend erschei- 
nen, sie unendlich oft auf einer endlichen Strecke unstetig zu 
nennen, da in jeder Strecke nur eine endliche Anzahl von 
Sprüngen vorhanden ist, die eine beliebige endliche Größe o 
übersteigen. 

Die punktiert unstetigen Funktionen bilden den Übergang 
von den nur punktuell (in einzelnen Punkten endlicher An- 
zahl) unstetigen, im allgemeinen aber stetigen Funktionen zu 
der folgenden Klasse, welche alle anderen linear unstetigen 
Funktionen umfaßt: 



Digitized by Google 




Oszillierende und unstetige Funktionen. 



77 



II. Klasse. Total unstetige Funktionen sind solche, 
welche in ganzen Intervallen durchaus unstetig sind, oder in 
strenger Definition: 

Total linear unstetig heißen solche Funktionen, 
in denen Punkto mit Sprüngen, die eine gewisse end- 
liche Größe übertreffen, ganze Intervalle erfüllen. 

Es versteht sich, daß solche Funktionen auch in Inter- 
vallen nur punktiert unstetig oder gar stetig sein können ; die 
Sätze, die oben unter II. erwiesen sind, zeigen aber: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung da- 
für, daß eine linear unstetige Funktion zu den total 
unstetigen gehört ist die, daß die Gesamtgröße aller 
Intervalle, in denen Schwankungen größer als eine 
beliebig kleine Größe Vorkommen, nicht beliebig klein 
gemacht werden kann, sondern eine bestimmte untere 
Grenze hat. 

Die in I. des vorigen Paragraph beschriebene Funktion ist 
in allen Teilen der betrachteten Strecke total unstetig; die in 
unendlich vielen Intervallen total unstetige Funktion II des 
vorigen Paragraph ist dagegen in unendlich vielen Strecken 
sogar stetig. 

Überall da, wo eine Funktion total unstetig ist, besitzt sie, 
wie unmittelbar einleuchtet, keinen Differentialquotienten, und, 
wie im folgenden Paragraph nachgewiesen werden wird, auch 
kein Integral. Die in Linien total unstetigen Funktionen 
können also den eigentlich analytischen Operationen nicht 
unterworfen werden: gleichwohl gibt es unter ihnen solche, 
welche durch einen analytischen Ausdruck dargestellt werden 
können, wie in IV. des § 9 gezeigt werden wird. 



§ 8 . 

Die Integrale linear unstetiger Funktionen. 

[92] Während man sich bisher darauf beschränkte, die Exi- 
stenz von Integralen schlechthin stetiger Funktionen mit einer 
endlichen Anzahl von Oszillationen allgemein nachzuweisen, 
so hat Riemann den Begriff des Integrals auch auf linear un- 
stetige erweitert und den feinen Satz bewiesen*): 

*) Üb. den Darstellb. art. 5. 
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Die notwendige und hinreichende Bedingung für 
die Existenz eines Integrals 
6 

Jf[x)dx 

a 

ist die, daß die Gesamtgröße der Intervalle, in denen 
die Schwankungen der Funktion fix) größer als eine 
beliebige Größe a sind, stets beliebig klein gemacht 
werden kann. 

Es braucht kaum erwähnt zu werden, daß hiernach die 
stetigen Funktionen mit unendlich vielen, unendlich kleinen 
Oszillationen stets ein Integral besitzen. 

Es ist jedoch wichtig zu bemerken, daß nach den charak- 
teristischen Eigenschaften der beiden von uns unterschiedenen 
Klassen linear unstetiger Funktionen behauptet werden kann: 
Die in Linien total unstetigen Funktionen sind niemals, 
die punktiert unstetigen immer integrabel. 

So ist das Integral der in IV. des § 6 beschriebenen Funk- 
tion f[x) aus den Gleichungen: 

t (t)“ 

f f[x)dx = * » • • • Jf[x)xd= \ 

y nr 

leicht zu finden. Es ist nämlich z. B. 







Bei punktiert unstetigen Funktionen kann stets die Summe 
der Intervalle, in denen Schwankungen größer als eine beliebig 
kleine Größe a Vorkommen, und daher anch der Beitrag, den 
diese Intervalle zum Integrale leisten, beliebig verkleinert werden. 
Findet also in x = a ein Sprung > a statt, so fällt dieser 
Punkt in eines jener Intervalle, deren Beitrag zn dem Inte- 
grale verschwindend klein ist, und es ist daher der Funktions- 
wert f(a) selbst auf das Integral ohne Einfluß, wie denn z. B. 
das Integral der in III. des § 6 beschriebenen Funktion f[x) 
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dx — x 



[93] ist, was auch x sei, trotz der unendlich vielen aus dem 
Zusammenhänge gelösten Punkte. Das Integral ist unabhängig 
von den Unstetigkeiten, welche durch Abänderung des Funk- 
tionswertes in einzelnen Punkten hebbar sind. Dagegen ist 
das Integral wesentlich bestimmt durch die Grenzwerte, denen 
sich nach S. 54 f[a ± 8) mit abnehmendem d annähern; also: 
Das Integral einer punktiert unstetigen Funktion ist unab- 
hängig von den Werten in den Unstetigkeitspunkten selbst, 
dagegen nicht unabhängig von den Werten in unmittel- 
barer Nähe derselben. 

Durch das Integral f t (x) einer punktiert unstetigen Funktion 

X 

f { (x) =Jf{x)dx 
0 



ist eine Funktion f { [x) vollkommen eindeutig bestimmt. Um 
ihre Stetigkeit zu untersuchen, betrachte man 



u+t 

fi{a + *) — fM) — J‘fi x )dx — eM, 

a 



wo M einen Mittelwert bezeichnet zwischen dem größten und 
kleinsten Werte, den f[x) in dem Intervalle von x = a bis 
x = a -}- e annimmt, von den partikulären Werten der f{x) 
in den Unstetigkeitsstellen selbst abgesehen. Sind x und h 
echte Brüche, und bezeichnet o die Schwankung in diesem 
Intervalle, so kann man M — f(a -f- /. e) + ho setzen, und 
es ist: 



/> + *) — /» 
£ 



• — “l - X£! — |— ho. 



Nimmt nun e unendlich ab, so verkleinern sich die Sprünge o 
in dem Intervall unendlich; denn ist a einer jener Punkte, in 
denen f[x) stetig ist, so ist doch (s. S. 54) die Funktion in 
seiner unmittelbaren Nähe stetig, und es nähert sich die 
Schwankung o im Intervalle e, aus dem der Punkt x = a 
selbst ausgeschlossen ist, mit abnehmendem e ebenfalls der Null. 



Digitized by Google 




80 



Hermann Hankel. 



Somit ist in beiden Fällen die Funktion f[x) stetig, und 



lim 



f t {a + e) — /» 
e 



= Hm f{a + «) ; 



d. h. der Differentialquotient dieser stetigen Funktion f t (x) ist 
im Punkte x = a gleich dem Grenzwer.e, dem sich f[a -f- t 
oder f[a — e) nährt, je nachdem er nach rechts oder nach 
links hin genommen wird. 

[94] Ist die Unstetigkeit in einem Punkte x — a nicht 
durch Abänderung des Funktionswertes f[a) zu heben, und 
nähern sich also e) und f(a — e) verschiedenen Grenzen, 

so ist f t (x) eine stetige Punktfolge von der Eigentümlichkeit, 
daß in unendlich vielen Punkten, die sich von links und rechts 
her treffenden Zweige einen Winkel miteinander ein- 
schließen. (Vgl. S. 58). Doch bleibt bei den Integralen 
aller in § 6 und 9 gegebenen, punktiert unstetigen Funktionen 
die Anzahl der Punkte, in denen die Zweige einen Winkel 
a miteinander machen, endlich, wie klein auch a sei. 

Aus der Integrabilität der punktiert unstetigen Funktionen 
folgt nach liiemanns*) Kriterien der Satz: 

Jede punktiert unstetige Funktion, welche in ihren Un- 
stetigkeitspunkten das arithmetische Mittel der beiden Grenz- 
werte in unmittelbarer Nähe darstellt, ist in eine Fouriersche 
Reihe mit unendlich abnehmenden Koeffizienten entwickelbar. 

Dieser Satz ist für unsern Zweck besonders deshalb wich- 
tig, weil er die analytische Darstellbarkeit aller möglichen 
punktiert unstetigen Funktionen beweist, die den angegebenen 
Charakter in den Unstetigkeitspunkten haben. 

Als Beispiel mag nur die Funktion IV. des § 6 dienen, 
die in die Reihe 

f[x) — V 7 A p sin prtx 



entwickelt, die Koeffizienten 



besitzt, 

wird. 




genommen 



* A. a. 0. art. 10. 
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9. 

Analytische Darstellung linear unstetiger Funktionen. 



Das Prinzip der Kondensation von Singularitäten liefert 
uns die mannigfachsten linear unstetigen Funktionen; zunächst 
punktiert unstetige: 

1. Es sei t p[y) eine von y = — 1 bis y = 1 für alle 

Argumente, mit Ausnahme des Punktes y — 0, stetige und 
uach dem Taylorachen Satze entwickelbare Funktion, die, wenn 
y sich dem Punkte y = 0 von der rechten Seite her nähert, 
die Grenze -f- 1 erreicht, während sie für negative, zu Null 
werdende y den Grenzwert — 1 hat. 

[95] Analytisch kann, wie bekannt, jede solche Funktion 
in eine nach dem Modul 2tc periodische Sinusreihe ent- 
wickelt oder durch ein Fourierachea Integral dargestellt werden. 

Die aus ip(y) abgeleitete Reihe 

/■(*) = 2 <f ^ innX71 ^ 



ist dann für alle irrationalen x stetig und besitzt in diesen 
Punkten sogar einen Differentialquotienten. 

v 

Für rationale x = — in ihrer reduzierten Form ist von 

fi 

solchen Gliedern, welche sich mit abnehmendem e der Null 
nähern, abgesehen 





1 ^r(-ir 

u s r s 

• r=l 



wenn wir statt (p[±rutic) sogleich den Wert ± 1, je nach- 
dem rv gerade oder ungerade ist, einsetzen. Ferner ist 





i v ( - ir . 

tÄ rS 



Die Funktion ist also in diesen Punkten so unstetig, daß sie, 

V 

je nachdem man von x = — uach der positiven oder nega- 
tiven Seite fortschreitet, um dieselbe Größe steigt oder fällt; 
ihr Wert in jedem solchen Unstetigkeitspunkte ist also das 

Ostwalds Klassiker. 153. fj 
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arithmetische Mittel der beiden Werte, denen sie sich beider- 

• • ^ 
seits annähert. Die Sprünge sind an den Punkten x = — 

mit geradem Zähler andere als an denen mit ungeradem. Denn 

sie sind an jenen = — an diesen = L\ wo 



L = 2J 

r=l 






v-2 

r—x 



L-i )’- 

r s 



2 ~ 1 / 



L. 



Der Verlauf der Funktion f[x) kann nun, wenn s beträcht- 
lich groß genommen wird, etwa so beschrieben werden: Die 
Werte der Funktion f[x) sind von denen der stetigen Funktion 
^r(sinxTr) nicht beträchtlich verschieden, und es bestimmt also 
q> (ainxjt) den ungefähren Verlauf der Punktreihe, welche f(x) 
darstellt. In allen irrationalen Punkten x gleicht f[x) einer 
stetigen Kurve und besitzt einen Differentialquotienten. Nähert 

y 

man sich aber von links her einem rationalen Werte x = — 

(i 

mit geradem Zähler v, so springt, wenn man zu diesem Werte 

selbst gelangt, die Funktion plötzlich um — L in die Höhe ; 

und läßt man sich x weiter nach der positiven Seite be- 
wegen, so tritt nochmals ein Sprung von derselben Größe ein. 

i 96] Nähert man sich dagegen einem x = — - mit ungeradem 

Zähler, so stürzt f[x) plötzlich um -~ s L' abwärts und zeigt 

denselben Abfall nochmals, wenn man weiter vorwärts geht. 

' 112 1 

Die größten Sprünge finden statt in x — — , — , - , 
^ 2 o ü 4 

— usf. ; je mehr f.i wächst, d. h. in je weniger einfachen Zah- 
len der rationale Wert x ausgedrückt werden kann, um so 
kleiner sind die Sprünge. Wenn man sich von dem Verlaufe 
von f(x) durch eine Zeichnung eine Vorstellung verschaffen 
will, so wird man bald an die Grenze kommen, von wo an 
die Sprünge nicht mehr sichtbar sind. Denn es gibt nur eine 
endliche, bestimmte Anzahl von Punkten, in denen Sprünge a 
Vorkommen, wie klein auch a sei; man kann dieselben aus 
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1 I L\ s 

— — L u bestimmen; sie entsprechen den ti I-- I , wel- 

cher Bedingung stets, solange o von Null verschieden, nur 
eine endliche Anzahl von ganzen Zahlen u genügen. 

v 

Je näher das rationale x — — einer irrationalen Zahl 

(.1 

kommt, um so größer werden v, f i , also um so kleiner die 
Sprünge, und es ist hieraus begreiflich, wie f(x) in irratio- 
nalen Punkten den Charakter einer stetigen Funktion annehmen 
kann: Die Werte von f(x) bilden keinen eigentlichen Kurven- 
zug, sondern eine aufgelöste Reihe von Punkten, welche sich 
jedoch um die irrationalen x so zusammendräugen, daß sie für 
ein unendlich kleines Intervall in deren Umgebung als eine 
stetige Punktfolge angesehen werden können. 

II. Man verstehe unter (f(y) eine Funktion, welche sich 
ebenso verhält, wie die unter I., nur daß sie auch in ?/ = — (— 1 
und y — — 1 verschwindet und in unmittelbarer Nähe jener 
Punkte die Grenzwerte -f- 1 und — 1 hat. Beispiele solcher 
Funktionen geben die periodischen Reihen, z. B. 



<P\ 



= ± v 

71 



»(=0 



sin (2 n + 1 )yrr 
2n + 1 



In diesem Falle hat die abgeleitete Funktion 

,,_i _ v'f ( sin nxTt ) 

'W a ZT* 



etwas kompliziertere Unstetigkeiten. In irrationalen und sol- 
v 

chen rationalen x — — , in denen u ungerade ist, verhält sie 

sich wie die vorhin betrachtete ; in den Punkten x = — 
aber ist ■ 



[97) '&*•)-'(£) 



-2 

ra 1 



(- l) r 



(2 r'f 



+ 



(-1) 2 " U (-D r 



S (2r + l) 5 



wie man bei näherer Betrachtung leicht finden wird; und es 

6 * 
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ist nicht, wie bisher, ) das arithmetische Mittel der beiden 
benachbarten Sprungwerte. 

III. Das Quadrat einer Funktion, wie sie in I. angenom- 
men wurde, also etwa von 



<p{y) 




sin (2 n + 1 )y 
2n + 1 



ist eine zwischen — 7t und -(- den Wert -f- 1 repräsen- 
tierende Funktion, wiche nur in dem Punkte y — 0 eine 
plötzliche Unstetigkeit zeigt, die durch die Abänderung 
eines einzigen Funktionswertes hebbar wäre*). 

Bildet man nun 



/» = 2 



[tp (sin nxrr)]* 
n s 






so unterscheidet sich f[x) in allen irrationalen Punkten x nicht 
von der Konstanten 



L = 



yl. 

Ä n s ’ 



nur in den rationalen Punkten x — — stürzt sie plötzlich um 
1 u 

— j L herab. Die stetige Punktfolge ist also nur in diesen 

unendlich vielen Punkten unterbrochen und könnte durch Ab- 
änderung der Funktionswerte in diesen Punkten zu einer steti- 
gen gemacht werden. 

IV. Was nun die in Strecken total unstetigen Funktionen 
betrifft, so läßt der Umstand, daß sie den analytischen Ope- 
rationen des Differentiierens und Integrierens niemals unter- 
worfen werden können, die Vermutung aufsteigen, daß sie 
sich der Darstellung durch analytische Formen entziehen möch- 
ten, und hier die Grenze sei, welche die den Analytiker inter- 
essierenden Funktionen von den transzendentalen, d. h. als 
möglich nur denkbaren trenne. Diese Ansicht bestätigt sich 



* Wir haben, wie ausdrücklich bemerkt werden mag. in [qr y }~ 
ein Beispiel einer analytisch darstellbaren Funktion, welche jene 
Singularität zeigt. 



Digitized by Google 




Oszillierende und unstetige Funktionen. 



85 



jedoch nicht, denn ich hoffe, ein ein wurfsfreies Beispiel*) einer 
total unstetigen Funktion durch eine Modifikation des Prinzipes 
der Kondensation gefunden zu haben: 

[ 98 ] Bedeutet nämlich cp dieselbe Funktion als zuvor (unter 
Kr. III.), so ist 

ylLJ T 

^ n s I r/)(sin«a:/r)J 



eine Funktion, welche für alle irrationalen x den Wert 




besitzt; für alle rationalen Werte von x aber unendliche Glie- 
der in sich befaßt, welche, da sie sämtlich positiv sind, sich 
nicht gegenseitig zerstören können; die Funktion ist also für 
alle rationalen x unendlich groß. Wenn wir jedoch unend- 
lich große Werte der Funktion auch hier ausschließen wollen, 
so haben wir in dem Quotienten 



f[ x) = 

2 $[ 






<p (sin nxTij 



J 



eine für alle Werte des Argumentes x völlig bestimmte total 
unstetige Funktion, welche für alle irrationalen x den 
Wert 1, für alle rationalen x den Wert 0 besitzt 20 ). 



*) Zwar sind Bchon von Riemann (Üb. d. Darst. art. 13 in den 
Formeln 




cos (»* x ) , 




sin («’*) 



Beispiele von Funktionen gegeben, welche zwischen zwei noch so 
nahen Werten des Argumentes unendlich oft aus dem Endlichen 
ins Unendliche überspringen. [98] Da aber dort nur von ratio- 
nalen Werten von x die Rede ist, bo bleibt es zweifelhaft, ob nicht 
die Reihen für irrationale in einer Weise divergieren, daß sie 
keinen bestimmten Wert mehr repräsentieren. Indem ich aber Un- 
bestimmtheiten der Funktionen von meinen Untersuchungen vor- 
läufig ganz ausschließen zu sollen glaubte, lege ich einiges Gewicht 
darauf, daß in der im Texte gegebenen Reihe jede Unbestimmtheit 
beseitigt ist, indem sie aus einer Reihe lauter positiver Glieder 
besteht, deren Summe entweder endlich und bestimmt oder un- 
endlich groß ist. 
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Ein anderes, weniger einfaches Beispiel einer solchen total 
unstetigen Funktion ist in der II. Note im Anhang behandelt 
worden. 



§ io. 

Schlußbetrachtnugen zur Feststellung des Funktions- 
begriffes. 

Blicken wir nun auf das durchwanderte Gebiet zurück, und 
fragen wir, welchen Nutzen unsere Untersuchungen für die 
Aufklärung des Funktionsbegriffes gebracht haben. 

Es war von vornherein gewiß, daß wenn wir den Dirichlct- 
schen Begriff der Funktion zugrunde legen, es allgemeine 
Eigenschaften aller Funktionen, die unter denselben fallen, 
nicht geben kann. 

99] Aber man ist geneigt, zu vermuten, daß wenn der 
ältere Eulerachc Begriff zugrunde gelegt, und unter einer Funk- 
tion nur eine in Rechnungsoperationen gesetzmäßig dargestellte 
Größenbeziehung verstanden wird, die so definierten Funktionen 
einen engeren, in sich organisch abgeschlossenen Kreis bilden 
möchten, dem eine Anzahl gemeinsamer Eigenschaften aller- 
dings zukäme, insbesoudere : die Stetigkeit, die Dißerentiier- 
barkeit, die Integrabilitüt, Bestimmtheit und Entwicklungs- 
fähigkeit nach dem Taylorschen Lehrsätze — bei allen diesen 
Eigenschaften einzelne singuläre Punkte angenommen. Diese 
Vermutung hat sich nicht bestätigt. Wir haben gezeigt, daß 
es durch konvergente Reihen von Größenoperationen möglich 
ist, Funktionen darzustellen, welche in unendlich vielen Punk- 
ten eines endlichen Linienstückes unstetig oder unendlich in 
der verschiedensten Weise oder unbestimmt*) werden, w r elche 



*) Die Funktionen, welche in einzelnen Punkten oder gar Linien 
unbestimmt werden, haben wir aus unseren obigen Betrachtungen 
ausgeschlossen, und es mag daher hier bemerkt werden, daß solche 
in analytischer Darstellung mittels des Priuzipes der Kondensation 



/» = 



rp 'sin MX .-r) 



leicht gegeben werden können, wenn epiy) eine für y= 0 nicht 
unbestimmt scheinende, sondern wirklich und notwendig un- 
bestimmte Größe ist. Setzt man z. B. 
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nirgends integriert und in Potenzreihen entwickelt werden 
können, und welche selbst, wo sie stetig sind, einen bestimmten 
Differentialquotieuten nicht besitzen. Kurz: Jene beiden Be- 
griffe der Funktionen, so verschieden sie auf den ersten Blick 
zu sein scheinen, haben sich insofern wesentlich verschieden 
nicht erwiesen, als wir Funktionen aller möglichen Arten*) 
durch analytische Formeln darzustellen imstande waren 21 }. 

Beide Begriffe sind somit unzureichend, um die Grundlage 
einer allgemeinen Theorie der Funktionen bilden zu können. 
Denn die Aufgabe aller Mathematik ist die, aus gegebenen 
Relationen, die sich auf ein Gebiet von Objekten beziehen, 
neue abzuleiten, indem man dabei die allgemeinen Eigenschaften 
des Begriffes, dem alle jene Objekte unterstehen, zur Anwen- 
dung bringt. Sind aber solche allgemeinen Eigenschaften nicht 
vorhanden, so bleibt jede Transformation der gegebenen Rela- 
tionen eine leere Tautologie. 

[100] So, wenn es sich z. B. darum handelte, eine Funk- 
tion f[x) aus der Funktioualgleichung: 

f(x + y) = f{x) + f[y) 

abznleiten, so ergibt sich sofort für alle rationalen u 

/■(.«) = 

ebenso können alle Funktionsw.erte für Argumente it £, welche 
rational von einer und derselben irrationalen Größe £ ab- 
hängen, durch den Funktionswert f('S) dargestellt werden, in- 
dem = ,«/'(§). Auch stehen die Funktionswerte für 

rationale und irrationale Werte des Argumentes, und letztere 
untereinander vielfach im Zusammenhang, durch Gleichungen, 
wie z. B. 

f{ 2 + I 3) + /*(* “ > 3) = f{ 4) 

usw. Trotzdem ist, soviel ich sehe, es nicht möglich, direkt 
anzugeben, wie /’(£) von seinem* Argumente abhängt; denn die 

<p !y) = sin -i- , oder cp (y) = — — r , 

1 + e" 

so ist f{x) Für alle irrationalen x bestimmt und endlich, für ratio- 
nale x aber durchaus unbestimmt. 

*) Dies ist cum grano salis zu verstehen; denn es ist noch 
nicht ausgemacht, ob sich einzelne denkbare Fälle nicht doch 
der Analysis entziehen. 
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verschiedenen Wertreihen für die wesentlich verschiedenen Ir- 
rationalitäten, z. B. fuV 2), f(it Yb n fuy 2 usw. stehen 
außer Zusammenhang miteinander; und, wie es auch sei, es 
liegt jedenfalls nicht in der Absicht eines Analytikers, der auf 
jene Funktionalgleichung bei seinen Untersuchungen stößt, in 
diese intrikaten Verhältnisse der Irrationalitäten einzugehen. 
Man wird vielmehr die Bestimmung fiu) — u f[l) sofort auch 
für irrationale /< in Anspruch nehmen, d. h. : 

Macht man die Voraussetzung, die Funktion solle überall 
stetig sein (oder die engere, f(y), solle sich in unendlicher 
Nähe von y — 0 stetig der Null nähern, von der dann die 
allgemeine Stetigkeit die Folge ist), so ist das Problem mit 
einem Schlage gelöst, indem die Funktionswerte für irrationale 
x sich zwischen die f(x) = xf(i für rationale x stetig eiu- 
ordnen. 

Oder ein anderes Beispiel : Es sei eine Funktion für alle 
Werte von x zwischen 0 und 1 durch die unendliche Reihe 

X jr* (T 3 

/•(z) = 1 + T + -2T + -3T+"- 

gegeben; welche Werte hat f(x) für audere x ? Diese Frage ist 
schlechterdings nicht zu beantworten, solange wir den Dirichlet- 
schen Fuuktionsbegrift’ zugrunde legen , weil eben gar kein 
Zusammenhang zwischen den benachbarten Funktionswerten 
besteht, mit anderen Worten: weil eine Funktion bisher nicht 
ein Gesetz repräsentiert, sondern ihre Werte ganz willkürlich 
au feinan derfolgen . 

Ein Gesetz ist überall da vorhanden, wo aus einer Reihe 
von Merkmalen auf das Vorhandensein anderer, nicht ge- 
gebener oder beobachteter geschlossen wird. Die Funktion 
unter unserem bisherigen Begriffe, der rein nominell und ohne 
realen Inhalt ist, sind daher ^gesetzlos, illegitim zu nennen: 
sie können aber zu legitimen werden, indem sie sich einem 
Gesetze unterordnen. 

[ 101 ] Welches soll nun das Gesetz sein, dem diese Funk- 
tionen unterworfen werden ? Es hält nicht schwer, sich zu über- 
zeugen, daß, soll anders der Funktionsbegriff angemessen sein 
und den Bedürfnissen des Analytikers entsprechen, wir uns 
des allgemeinen hodegetischen Priuzipes bedienen müssen, das 
ich bereits in meiner Theorie der komplexen Zahlen als das 
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jedes systematischen Fortschritttes für jenes Gebiet nachge- 
wiesen und das Prinzip der Permanenz formaler Ge- 
setze genannt habe*). 

Ich bin dort von den ganzen Zahlen und den auf sie be- 
züglichen elementaren Rechnungsoperationen ausgegangen und 
zeigte, wie man von diesen aus das Zahlengebiet allmählich 
erweitert, indem man zur Auflösung von Aufgaben, die in 
dem bekannten Gebiete unrealisierbar sind, neue Zeichen, 
Zahlen einführt, welche denselben formalen Operationsgesetzen, 
als die vier Spezies sie enthalten, unterliegen. Nachdem so das 
Gebiet bis auf das der gemeinen komplexen Zahlen erweitert 
war, wurde nachgewiesen, daß jede Aufgabe, welche nur eine 
endliche Anzahl jener Operationen zu ihrer Aufstellung voraus- 
setzt, in dem Gebiete der gemeinen komplexen Zahlen ihre 
Lösung findet, und so ein organischer Abschluß in diesem 
Zahlengebiete gefunden wird. Gleichwohl waren noch andere 
komplexe Zahlensysteme möglich, welche teilweise andern 
formalen Gesetzen folgten, und es war nötig, dies festzustellen, 
weil nur dadurch die Eigentümlichkeit der gemeinen kom- 
plexen Zahlen in helles Licht gesetzt wurde. 

In ähnlicher Weise nun, als für das System der Zahlen 
(oder Größen) die ganzen Zahlen und Operationsgesetze typisch 
waren und weiterhin für permanent erklärt wurden, so müssen 
nun für das System der Funktionen die algebraischen Aus- 
drücke, als die aus den vier Spezies direkt abgeleiteten, die 
permanenten Gesetze an die Hand geben. Denn wie dort die 
ganzen Zahlen gewissermaßen das Gerüst bilden, auf das mehr 
oder weniger direkt alle andern Zahlen gestützt werden, so 
sind die algebraischen Funktionen, als die, deren Werte eigent- 
lich berechnet werden können, die typischen Formen für Funk- 
tionen im allgemeinen, die, insofern sie eben Größenbeziehungen 
darstellen und sich daher berechnen lassen sollen, ebenfalls 
durch die vier Elementaroperationen ausgedrtickt werden müssen; 
nur werden die transzendenten Funktionen durch eine endliche 
Reihe von Operationen nicht erschöpft, sondern bedürfen eines 
unendlichen Prozesses. 

[102] Die so nach dem Typus algebraischer ganzer und 
gebrochener Ausdrücke gebildeten transzendenten Funktio-nen 
entsprechen nun in gewisser Weise den irrationalen und ge- 



*] Vorlesungen über die komplexen Zahlen und ihre Funk- 
tionen. Leipzig 1867. Teil I, S. 10 — 13. 
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meinen komplexen Zahlen, die nach dem Typus der ganzen 
und rational gebrochenen Zahlen gebildet sind; und ebenso, 
wie es unendlich viele Klassen z. B. von irrationalen Größen 
gibt, so auch unendlich viele Klassen transzendenter Funk- 
tionen. 

Wie ferner höhere komplexe Zahlen gedacht und kon- 
struiert werden können, die sich den formalen Gesetzen der 
Arithmetik nicht unterordnen*), so auch illegitime Funk- 
tionen, welche sich nicht an den Typus algebraischer Formen 
anlehnen. Ganz ebenso aber, wie die Betrachtung dieser 
höheren Zahlensysteme ein systematisches Bedürfnis war, um 
sich einerseits erfahrungsmäßig von der Möglichkeit derselben, 
anderseits davon zu überzeugen, daß der Begriff der gemeinen 
komplexen Zahlen den allgemeinen Begriff der Zahl keines- 
wegs erschöpfe, so ist auch die tatsächliche Nachweisung der 
Existenz von Funktionen der illegitimsten Arten, wie ich sie 
in dieser Abhandlung zu geben versucht habe, notwendig ge- 
wesen, um unzweifelhaft darzutun, daß die Legitimität der 
Funktionen uns keineswegs von einer mysteriösen, eisernen 
Notwendigkeit diktiert wird, die in der »Natur der Sache* 
liegt, wie man häufig hören kann, sondern daß sie eine kon- 
ventionelle, aber weise und adäquate Beschränkung ist, die 
wir uns auferlegen, — und über deren Grenzen wir eben des- 
halb noch nicht im Keinen sind. 

Wenn es sich nämlich nun darum handelt, das bestimmte 
System der Bedingungen aufzustellen, welches über die Legi- 
timität der Funktionen entscheidet, so werden wir dasselbe zu- 
nächst so wählen, daß es mit den Voraussetzungen, die man 
zuweilen bewußt, meistens unbewußt, bei analytischen Unter- 
suchungen zu machen pHegt, übereinstimmt und nennen 

legitime Funktionen solche, welche für alle reellen 
Werte des Argumentes, mit Ausnahme einzelner, auf 
jedem endlichen Intervall in niemals unendlicher Zahl 
vorhandener Funkte, bestimmt, endlich und stetig sind, 
und deren sämtliche Differentialquotienten dieselben 
Eigenschaften besitzen. 

Solche Funktionen sind aber nach dem Taylorscheu Salze 
immer entwickelbar 22 ), d. h. es läßt sich stets ein Intervall 
für x angeben, in dem die Entwicklung von f[a x) nach 
aufsteigenden Potenzen von x konvergiert, solange a nicht mit 

*) Ebenda S. 99. 
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einem der Punkte zusammenfällt, in dem die Funktion oder 
einer ihrer Differentialquotienten unbestimmt, unendlich oder 
unstetig wird. Die Werte einer Funktion sind daher zwischen 
zwei Unstetigkeitspunkten immer in der Weise miteinander ver- 
bunden, daß, wenn nur die Funktionswerte für das kleinste 
endliche Intervall bekannt sind, sie für die ganze Strecke mit 
Notwendigkeit bestimmt sind. [103] Sind in einer solchen Strecke 
für zwei endliche Intervalle zwei Reihen von Werten gegeben, 
so kann es niemals zweifelhaft sein, ob sie zu derselben Funk- 
tion gehören oder nicht. 

Wie steht es aber mit der Fortsetzung einer solchen Funk- 
tion über jene Unstetigkeitspunkte? Die Thw/Zorschen Reihen 
reichen über diese nicht hinaus, und es bleibt gänzlich unbe- 
stimmt, was wir unter einer zwischen zwei Unstetigkeits- 
punkten völlig bestimmten Funktion außerhalb dieser Strecke 
verstehen sollen. Jene Punkte trennen, wie Barrieren, die ver- 
schiedenen Strecken, und es kann nach der gegebenen Defini- 
tion nicht entschieden werden, ob zwei, durch einen solchen 
Punkt getrennte Wertreihen zu einer und derselben Funktion 
gehören oder nicht. 

In welcher Weise man durch Einführung eines neuen Prin- 
zipes diese Hindernisse zu überwinden versucht hat, ist schon 
oben S. 47 gezeigt; eine unzweideutige und annehmbare Form 
ist aber diesem Prinzipe weder jemals gegeben worden, noch 
dürfte sie sich überhaupt finden lassen. 

Die Wissenschaft mußte andere Mittel suchen, um die Funk- 
tionen über jene Unstetigkeitspunkte hinaus fortzusetzen; und 
man entdeckte, daß man, anstatt diese Punkte gewissermaßen 
zu überspringen, sie vielmehr umgehen könne, indem man 
die Variabein nicht nur reelle, sondern auch komplexe Werte 
durchlaufen läßt. 

Ist hierdurch dargetan, daß man bei der Beschränkung 
der Variabilität auf reelle Werte des Argumentes zu einer 
die Bedürfnisse der Analyse befriedigenden Definition der Funk- 
tion nicht gelangen kann, so ist damit das Ziel erreicht, das 
wir uns in dieser Abhandlung gesteckt haben. 

Sind wir aber einmal im Gange, so wird es erlaubt sein, 
noch einige Schritte weiter zu tun, um eine Perspektive in 
das neue Gebiet zu gewinnen. 

Eiue Funktion w zweier Variabelu x, y wird dann als die 
einer Veränderlichen ( x -f- yi) angesehen werden können, wenn 
sie sich in eine Form bringen läßt, daß x und y in ihr nur 
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in der Verbindung [x yi ) erscheinen. Diese vorläufige Defi- 

nition hat nur dann eine Bedeutung, wenn die Funktion nach 
dem Typus algebraischer Funktionen gebaut ist, d. h. aus 
ihren Veränderlichen durch die vier arithmetischen Grund- 
operationen abgeleitet. Sie hat dann, wenn ihre Differential- 
quotienten überhaupt bestimmt sind, die Eigenschaft, daß 

. b w ö W 

bx by 



[104] Während nun jene Definition ihre Bedeutung verliert, 
wenn w nicht durch arithmetische Operationen bestimmt wrid, 
so behält diese Gleichung ihre Bedeutung in jedem Falle; und 
wir definieren nun eine Funktion w zweier Veränderlichen x, y 
als eine monogene Funktion der komplexen Veränderlichen 
(x yi), indem wir letztere Eigenschaft für permanent er- 
klären. 

Damit ist aber zugleich gesetzt, daß jene Differential- 

. dw; iw , , t . . . 

quotienten — — , — überhaupt existieren, einen bestimmten 
dx by 

und endlichen Wert haben; denn hätten die Quotienten der 
Inkremente von w und x, y innerhalb eines endlichen Stückes 
der Ebene, in welcher die komplexe Veränderliche ( x -j- yi) 
dargestellt wird, keine bestimmten und endlichen Grenzwerte, 
so ließe sich in demselben gar nicht konstatieren, ob die Funk- 
tionen als die einer komplexen Variabein angesehen -werden 
kann. So ergibt sich die Voraussetzung, daß eine legitime 

Funktion im allgemeinen bestimmte und endliche Differential- 
quotienten hat, als eine fundamentale, und wir definieren nun: 
Eine monogene Funktion von (x -f- yi) heißt eine 
veränderliche komplexe Größe tc, wenn sie sich mit x 
und y so ändert, daß im allgemeinen, d. h. abgesehen 
von einzelnen Punkten und Linien, die Differential- 



quotienten 



biv 
öx ’ 



— — überall bestimmt und endlich sind 

by 



und der Bedingung 



. bw bw 

bx by 



genügen. 

Dies ist nun das allgemeine einfache Gesetz, dem alle legi- 
timen, d. h. monogenen Funktionen untergeordnet werden, und 
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das wir als die Riemannaaha Definition *) zu bezeichnen haben. 
Da nach bekannten Sätzen mit der Endlichkeit, Stetigkeit und 
Bestimmtheit der Funktion selbst und ihrer ersten Differential- 
quotienten dieselben Eigenschaften auch für alle andern Diffe- 
rentialquotienten gesetzt sind, so kann eine monogene Funktion 
immer nach dem Tay forschen Lehrsätze entwickelt werden, und 
die obige Bestimmung der im reellen Gebiete stetigen Funk- 
tion erscheint jetzt unserer neuen Definition untergeordet. 

Nun erst gewinnt das Problem, eine für eine endliche 
Strecke oder innerhalb eines endlichen Flächenstückes gegebene 
Funktion fortzusetzen, d. h. für alle Punkte der ganzen Ebene 
zu bestimmen, eine feste Bedeutung, wenn man eben die Funk- 
tion obiger Bedingung unterwirft. Nun stehen die Funktions- 
weise für die verschiedenen Argumente in unlöslicher Verbin- 
dung miteinander, und es wird nicht zweifelhaft sein, ob zwei 
in verschiedenen Teilen der Ebene gegebene Wertreihen zu 
derselben Funktion gehören, — wenn sich nicht jetzt, wo 
wir jene, die Fortsetzung im reellen Gebiete störenden, nnd 
alle andern Unstetigkeitspunkte, leicht umgehen können, neuen 
Barrieren erheben in Gestalt von Linien, in denen die Funk- 
tion aufhört, bestimmt, endlich und stetig zu sein. [105] Ob- 
gleich wir nämlich Unstetigkeiten, die über ganze Flächen- 
stücke ausgedehnt sind, durch obige Definition der Monogeneität 
ausgeschlossen haben, so konnten wir nicht umhin, Unstetig- 
keiten in Punkten und Linien zuznlassen, wenn sie sich mit 
Notwendigkeit aus dem Verlaufe der Funktion in ihren stetigen 
Teilen ergeben. Daß solche Linien, in denen die Funktion 
punktiert oder gar total unstetig ist, trotz der Monogeneität in 
der Tat Vorkommen, ist im Anhang (Note III.] gezeigt, und zwar 
scheidet in den angeführten Beispielen diese Unstetigkeitslinie 
als Kreis den inneren Raum, in dem die Funktion zunächst 
festgestellt gedacht wird, in der Weise von dem äußeren ab, 
daß beide durch keinen Flächenstreifen von endlicher Breite, 
in dem die Funktion die zur legitimen Fortsetzung notwen- 
digen Eigenschaften hätte, miteinander Zusammenhängen. 

Die Funktion ist dann auf die innere Kreisfläche beschränkt, 
sie verliert für Punkte außerhalb des Kreises ihre Bedeutung, 
d. h. unser Funktionsbegriff gibt keinerlei Aufschluß darüber, 
was wir uns unter Funktionswerten im äußeren Raume zu 
denken haben. 

*) Grundl. f. e. allg. Th., S. 2. 
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Es ist nun aber in der Note III. das merkwürdige Fak- 
tum hervorgekoben, daß es trotzdem analytische Entwicklungen 
solcher Funktionen geben kann, welche auch außerhalb ihre 
Bedeutung nicht verlieren, sondern innerhalb und außerhalb 
des Kreises in gleicher Weise gebildet, und mit Ausnahme 
jener Kreisperipherie überall konvergent und monogen sind. 

Insofern man nun solchen Entwicklungen, welche zu beiden 
Seiten der geschlossenen Unstetigkeitslinien dieselben bleiben, 
die Kraft nicht absprechen kann, die innerhalb gegebene Funk- 
tion auch außerhalb des Kreises zu repräsentieren, so erhebt 
sich die Frage: 

In welchem Sinne sind diese beiden, durch eine unttber- 
steigliche Schranke getrennten Wertreihen als zu einer Funk- 
tion gehörig anzusehen 23 j ? 



Note I {zu S. 54). 

Begriff der Grenze. 

Gegenüber den häutig mangelhaften, teils zu viel, teils zu 
wenig enthaltenden Definitionen des in unsere Untersuchungen 
tief eingreifenden Begriffes der »Grenze« glaube ich hier seine 
strenge Bestimmung in aller Kürze geben zu sollen, indem ich 
in bezug auf die Begründung des Folgenden auf eine andere 
kleine Arbeit von mir verweise *)• 1106] Der Begriff Funk- 

tion ist hier im Sinne von § 1 zu nehmen: 

Wenn es für eine Funktion f(x) eine bestimmte 
endliche Größe A gibt, und ein Intervall von dem festen 
Punkte x — a aus bis x = a -f- e für jedes beliebig 
kleine a bestimmt werden kann, so daß die Differenz 
A — f[a -f- dj jene Größe o numerisch nicht über- 
steigt, während d alle innerhalb jenes Intervalles 0 
bis £ liegenden Werte, d = 0 ausgeschlossen, durch- 
läuft, so heißt A die Grenze, welcher sich f(a -f- d) 
mit unendlich abnehmendem d Unendlich annähert. 

Wird hierin e positiv vorausgesetzt, so habe ich, indem 
ich f(x) als Ordinate zu der Abszisse x konstruiert denke, A 
die Grenze genannt, welcher sich f(x) nähert, wenn man von 



•) Encyklopädie von Ersch u. Oruber. Art. Grenze. 
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rechts her zu dem Punkte x = a gelangt. Die Grenze, der 
sich f[a — d) nähert, nenne ich die Grenze auf der linken 
Seite. 

Wenn es dagegen keine bestimmte endliche Größe 
A gibt, so daß die Differenz A — f(a -f- d) für alle 
von Null verschiedenen d < ' e nicht immer numerisch 
kleiner als eine beliebig kleine Größe a bleibt, wie 
klein man auch £ bestimmen ‘möge, so sagen wir, es 
nähere sich f[a + d) für unendlich abnehmende d keiner 
Grenze. 

In vielen, und zwar in den meisten uus oben interessie- 
renden Fällen ist es nicht möglich, jeue Grenzwerte, denen 
sich Funktionen annähern, ihrer wirklichen Größe nach zu be- 
stimmen; vielmehr wird man sich begnügen müssen, die Exi- 
stenz einer Grenze überhaupt festzustellen, und es dient dazu 
folgender aus dem Begriffe der Grenze abgeleiteter Satz: 

Wenn sich ein Intervall e so bestimmen läßt, daß 
für alle in diesem enthaltenen, von Null verschiedenen 
d die Differenz 

f(a + t) — f[a -f- d) 

numerisch kleiner als eine beliebig kleine Größe a ist, 
so nähert sich f(a + d) mit unendlich abnehmenden d' 
einer endlichen bestimmten Grenze 21 ). 

Man bemerkt übrigens, daß nach der in § 2 festgesetzten 
Terminologie der Begriff auch so gefaßt werden könnte 

Einer Grenze nähert sich f(a -f- d) für unendlich abneh- 
mende d, wenn f[x ) in unmittelbarer Nähe von x = a (auf 
der rechten Seite) stetig ist. 



[107] Note II (zu S. 86 ). 

Beispiele von Funktionen, welche in ganzen Linien 
total unstetig sind. 

Ein in mancher Hinsicht interessantes Beispiel einer total 
unstetigen Funktion gibt die Reihe 

io m 

fi x ) ^ (msinwa/r)*’ 

wiäI ' f 

worin tu einen positiven echten Bruch bedeuten soll* 25 ;. 
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Ist x rational, so erscheinen in dieser Reihe Glieder, die 
einen verschwindenden Nenner ammxn haben, und es wird 
daher für solche x, das aus lauter positiven Gliedern bestehende 
f[x) = oo. 

Ist x irrational, so bestimme man für ein Glied m — ti 
die ganze Zahl v so, daß 

fj X — v = 

möglichst klein werde, und erhält 

sin mx7t — ( — 1)'' sin e u 7r. 

Es fragt sich nun, ob s u so klein werden, und fie u mit wach- 
sendem u in dem Grade unendlich abnehmen könne, daß die 
obige Reihe zu einer divergenten wird. 

Um diese Frage zu entscheiden, müssen wir uns die ir- 
rationale Größe x in einen unendlichen Kettenbruch 



X CIq -f- 



a, + 



a t •+■ 



' in infin. 



entwickelt denken, in dem, was immer angenommen werden 
kann, die a 0 , o lf o t , ... ganze positive Zahlen sind. 

Die Näherungsbrüche , welche sich bekanntlich von obeD 

V 

nnd unten dem Werte x unbegrenzt annähern, seien — — ; um 

f- l n 

ihre Differenzen von x selbst zu erhalten, führen wir x n x v ... 
mittels der Relationen 



x + «o + j ' ' • > x n~ a n+ 

x n+i 

ein und erhalten, wie bekannt, 

n_ = (- 1 )”!! 

f'n +»„_,) 

Ist nun der Bummationsbuchstabe m in obiger Reihe einem 
solchen Näherungsnenner gleich, so ist diejenige ganze 
Zahl v , welche [n n x — v ) am kleinsten macht, bekanntlich 
v = v n lind die Differenz f.i n x — v n — e n , wo sich 
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[ 106 ] _ (— l )""- 1 

~t~ f'n — i 

bestimmt. 

Es bestehen nun für große «/„ die Gleichungen 

± J* _ « ± 1 _ , 

it n s\nu n X7i u n sin t n ;r u n € n * //„ ’ 



und es ist daher, wie man leicht sieht, 



(f. i n sin u n X7r)* 



( a n + 2 )\ 



Es läßt sich nun zeigen*), daß für alle Werte des m, welche 
zwischen dem Näherungsnenuer u n und dem folgenden 
liegen, dasselbe Größenverhältnis besteht, und daher die Summe : 



( u"‘ 



^y- t rr < («» + 2)* 5V 

~ [in sin mx7t) 



= (a„ + 2 



und somit: 



£(/**' + t f'n 
1 — 10 “ 



*2 



IO" 



^ [m sinmx/r) 1 



< 




yj[a n + 2f( ( /» 



<u‘ H,, + 1 ) , 



so daß: 

"7(*) < («o + 2 )»w +Zl(a + 2)* - (a„_, + 2)>^. 

n 

Bedenkt man nun, daß die Käherungsnenner = a n _ , 

+ als aus den positiven a zusammengesetzt, viel schneller 
als die a n selbst zunehmen, so leuchtet ein, daß diese Reihe für 
unendlich viele irrationale* konvergieren wird; so z. B. für 
die Quadratwurzeln rationaler Zahlen, welche sich bekanntlich 
in periodische Kettenbrüche der verlangten Art entwickeln lassen, 



*) Ich bedauere, daß ich aus Mangel an Raum gezwungen bin, 
diesen Beweis, der zu weit in die Theorie der Kettenbrücke führen 
würde, auf eine andere Gelegenheit zu verschieben. 

Östw&lds Klassiker. 153. 7 
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in denen die Nenner a„ endlich sind. Ferner konvergiert 

unsere Reihe für die irrationalen Zahlen x = e , x = — , 

e 

x = tan 1 usw., wie die Gaußschen Kettenbrüche für e y , tan >/ 
zeigen, in denen die Nenner alle positiv gemacht werden können 
und sehr langsam ins Unendliche wachsen. 

Divergieren wird die Reihe für alle diejenigen irratio- 
nalen Werte, für welche a n mit n so rapid und stoßweise 
wächst, daß o; — nicht in gehöriger Weise zu Null 

abnimmt. Die geringe Ansbildung der Theorie numerischer 
Kettenbrüche wird zu speziellen Angaben, welche Irrationali- 
täten hierzu gehören, nicht hinreichen ; indessen bedarf es sol- 
cher auch nicht für unseren Zweck. 

109 Denn es genügt zu wissen, daß unsere Funk- 
tion f'x für unendlich viele irrationale Werte von x, 
von denen immer wenigstens einer auch in dem klein- 
sten Intervalle angegeben werden kann, endlich bleibt, 
für gewisse irrationale und für alle rationalen x un- 
endlich ist, und somit in jedem beliebig kleinen Inter- 
valle unendlich oft vom Endlichen zum Unendlichen 
und umgekehrt überspringt. — 

Ein ähnliches Beispiel gibt die Reihe 



(sin mix ,t ) 4 ’ 



welche für alle rationalen x unendlich wird. Für irrationale x 
wird der Nenner niemals der Null gleich; die kleinsten Werte 
nimmt er an, wenn m dem Neuner eines Näherungsbruches 
u n gleich ist; und zwar ist dann das betreßende Glied: 



w- 



71 



TT = [ a n + 2 * «»"**", 



und auch dieses wird, obgleich schwächer als das der vorigen 
Reihe, für unendlich viele Irrationalitäten so stark abnehmen, 
daß die Reihe konvergieren kann. 
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Note III (zu S. 94). 

Funktionen komplexer Veränderlicher, welche linear 
unstetig werden. 

Funktionen komplexer Variabein, deren reeller Teil in 
ganzen Linien unstetig wird, kann man leicht konstruieren: 

Ist nämlich x eine komplexe Veränderliche, r irgend ein 
bestimmter Modulus, sind ferner die a 0 , a n . . ., b ü , b it . . . 
Reihen gewisser endlicher oder unendlich abnehmender reeller 
Größen, so ist bekanntlich die Reihe 

/■(*)= ^ K — M (y) 



eine für alle x, deren Modul r ist, synektische (d. h. nebst 
allen ihren Diflerentialquotienten, bestimmte, eindeutige) Funk- 
tion, die für x — re‘f ' den reellen Teil 

^ [a n cos ?i rp -f- b n sin n<jp) 

besitzt ; diese Reihe aber kann die allerverschiedensten Unstetig- 
keiten besitzen. 

Umgekehrt gibt jede in eine Fourierache Reihe entwickel- 
bare Funktion 



F(c P )= y; (a n cos n (p -j- b n amn(p) t 

L 110J wie unstetig sie auch sei, zu einer innerhalb eines Kreises 
synektischen Funktion Veranlassung 26 ). 

Es kann demnach eine monogene Funktion einer kom- 
plexen Veränderlichen in einer Kreisperipherie punktiert un- 
stetig werden. 

Ich kann jedoch auch Beispiele monogener und im allge- 
meinen synektischer Funktionen geben, die in einem ganzen 
Kreise total unstetig werden: In der Reihe 



co 1 



io 






-rm* 



sei (o ein positiver, reeller echter Bruch, q aber die kom- 
plexe Variable. Wenn mod. q von 1 verschieden ist, wird 

7 * 
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der Nenner nicht verschwinden, und die Konvergenz der Reihe 
hängt ab von dem Grenzwerte des Quotienten 



io 



I m \* I g m — g-"‘ \ s 
\ m + 1 / ^ q" ,+i — q-('"+i >) 



für unendlich wachsende m. Dieser ist aber, wenn mod. q <Z 1 
ist, ioq *, und da nach Voraussetzung to 1 also auch 
mod. ioq* <C 1, so konvergiert die Reihe für alle q , deren 
Modul <[ 1 ist. Wenn mod. q~^> 1, so ist der Grenzwert 

— j , und die Reihe konvergiert daher ebenfalls für alle q, deren 

Modul > 1. 

Die Konvergenz kann nur auf hören, wenn mod. q = 1. 
Setzen wir nämlich q = e x 71 ', so ist 

ftpXni) = —'S 7 — . s - . 

y 4 (?«sin mxnf 



Letzteres ist aber die uns aus vorhergehender Note bekannte 
Reihe. 



Es wird also durch jene unendliche für alle q ) außer mod. q = 1 , 
konvergente Reihe eine Funktion der komplexen Veränderlichen 
q dargestellt, welche außerhalb und innerhalb des Kreises 
mit dem Radius 1 synektisch ist, auf der Peripherie des 
Kreises aber total unstetig, indem sie für alle Punkte der- 
selben, deren Anomalie in rationalem Verhältnis zu 2 :t steht 
und für eine gewisse Art irrationaler Anomalien unendlich ist, 
für andere unendlich viele irrationale Werte der Anomalie aber 
endlich bleibt u7 ). 

Um dies Unendlichwerden genauer zu untersuchen, setze 



man 



q — (1 — e)e X3Tt , 



wo e eine kleine, positive, zu Null abnehmende Größe be- 

V 

zeichnen soll ; für ein rationales x = — werden nur die Glie- 

f.i 

der in f[q), deren in — u r ist, mit abnehmendem e unendlich 
wachsen, und wir brauchen daher nur diese, deren Summe 



[Hl] 



1 vl w. Mr (l — 
y t * ^ r* [1 — (1 — e)* f 1 r ]* ’ 
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in Betraeht zu ziehen, aus der man ersieht, daß sich wesentlich 



f(l-e 




U \ • 

e J wie 



Konst. 
e * 



verhält, wenn e unendlich abnimmt, indem sich 

V 

dann einer endlichen Grenze nähert. 

Man kann dies Verhalten etwa so beschreiben: Geht man 
radial von dem Mittelpunkte der komplexen Ebene nach allen 
Seiten ans, so ändert sich f(q) stetig, bis man an den Kreis 
mit dem Radius 1 gelangt, in welchem die stetige Reihe von 
Werten, die f(q) bis dahin auf einem Kreise zeigte, zerreißt, 
oder, so zu sagen, explodiert und zu einer total unstetigen 
wird. 

Ähnliche Eigentümlichkeiten zeigt f(q), wenn man sich 
von außen demselben Kreise nähert. 

Ganz analoge Betrachtungen sind anwendbar auf die Reihe 

00 lü rn 



welche für alle q synektisch ist, deren Modul von 1 verschie- 
den ist. Wenn mod. q = 1, also q — e xlx \ so ist 




(0 



m 



(sin mx7t) 1 



Diese Reihe ist aber am Schlüsse von Note II besprochen, 
und es leuchtet ein , daß xp (q) ebenfalls eine in dem Kreise 
mit dem Radius 1 total unstetige Funktion sein wird, obgleich 
sie außerhalb und innerhalb des Kreises synektisch ist. 

rp[q) kann man übrigens auch durch die 



Die Funktion 
Gleichung 



Xp[q) = — 



_1 & log <p [q] 
2 dlog q 



auf die Funktion <p[q) reduzieren, wo 



log rp (q) 



V 10 

~ m( 1 — q im ) 
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eine ebenfalls überall mit Ausnahme des mod. q = 1 konver- 
gente Entwicklung ist. Diese Funktion rp(q) aber, die unter 
derselben Bedingung für q auch in der Form 

00 o*»(u-l) w » 

[US] y(8)=^ , (-ir u_,.|| 1 - 

n=0 



(! — «*) (1 — ff *) ... (1 — ff **) 
erscheint*), wird durch die uneudlichen Produkte 
ip [q) — (1 — q in io ) für mod. q 1 

und 



«=o 



9> (9) ~S—, TTT fÜr mod - q > 1 



«=o 



dargestellt, deren Beziehungen zu den Jambischen Funktionen 
0 auf der Hand liegen. 



*) Vgl. Scheibner, Sitzungsber. d. math.-phys. Klasse. Leipzig 
1862. p. 98. 
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Anmerkungen. 



Hermann Hankel wurde am 14. Februar 1839 in Halle 
geboren; sein Vater, Wilhelm Gottlieb Hankel , war erst Lehrer 
an der Realschule in Halle, wurde 1849 ordentlicher Professor 
der Physik an der Universität Leipzig. Hermann besuchte in 
der neuen Heimat das Nikolaigymnasium, bezog Ostern 1857 
die Universität daselbst und promovierte 1860. Ostern 1860 
ging er zu weiteren Studien nach Göttingen, im Herbst 1861 nach 
Berlin, wo er u. A. Riemann, Weierstrass und Kronecker hörte. 
Die Habilitation in Leipzig als Privatdozent der Mathematik 
erfolgte 1863; zu Ostern 1867 wurde er ebenda zum außer- 
ordentlichen Professor ernannt; im Herbste 1867 folgte er einem 
Rufe als ordentlicher Professor nach Erlangen, Ostern 1869 
nach Tübingen. Auf einer Ferienreise im Schwarzwalde ereilte 
ihn der Tod infolge eines Schlaganfalles in Schramberg, am 
29. August 1873. 

Ein vollständiges Verzeichnis der Arbeiten Hankeis ist in 
»Bolletino di Boncompagni« für 1876 (Bd. IX, S. 297 — 308) 
gegeben. Vgl. auch M. Cantor im »Allgemeine Deutsche Bio- 
graphie«, Bd. X, 1879, S. 516 — 519, und W. v. Zahn , »Einige 
Worte zum Andenken an Hermann Hanlcel « (Math. Ann., , 
Bd. VII, 1874, S. 583 — 590). Seine bekanntesten Arbeiten 
sind die »Vorlesungen über die komplexen Zahlen und ihre 
Funktionen«. I. (einziger) Teil: Theorie der komplexen Zahlen- 
systeme, insbesondere der gemeinen imaginären Zahlen und 
der Hamiltonschen Quaternionen nebst ihrer geometrischen 
Darstellung«, Leipzig, 1867, und »Zur Geschichte der Mathe- 
matik im Altertum und Mittelalter«, 1874 nach dem Tode 
des Verfassers veröffentlicht. 

Im Jahre 1870 schrieb Hankel zwei als zusammengehörig 
zu betrachtende Abhandlungen, deren eine als Artikel »Grenze* 
in Ersch und Gräbers »Allgemeine Enzyklopädie« (I. Sektion, 



Digitized by Google 




104 



Anmerkungen. 



Teil XC, 8. 185 — 211, Leipzig, 1871), die andere, die hier 
vorliegt, als Tübinger Einladungsprogramm znm Geburtsfeste 
des Königs mit der Überschrift »Untersuchungen über die 
unendlich oft oszillierenden und unstetigen Funktionen; ein 
Beitrag zur Feststellung des Funktionsbegriffes überhaupt« 
(wieder gedruckt in Math. Ann., Bd. XX, 1882, 8. 63 — 112) 
erschien. Sie bilden einen Ersatz für die nie ausgeführte 
Fortsetzung der Theorie der Funktionen komplexer Größen. 

Ihren Ursprung nehmen Hanlzeh »Untersuchungen« von 
Riemanns Habilitationsschrift. Dirichlet (Journ. für Math., 
Bd. IV, 1829, S. 157 — 169) hat bekanntlich gezeigt, daß eine 
Fouriersche Entwicklung der Funktion i p(x ) möglich ist »si 
la fonction q>[x), dont toutes Ies valeurs sont supposäes finies 
et determinöes ne präsente qu’un nombre fini de Solutions de 
eontinuitö entre les limites — n et 7T, et si en outre eile n’a 
qu’un nombre dötermine de maxima et minima entre ces niemes 
limites« (a. a. 0., 8. 168 — 169, vgl. Nr. 116 dieser Sammlung, 
8. 50, 54); er hat auch in Kürze die andern Fälle betrachtet. 
Diese singulären Fälle können stets, bemerkt er, auf jene 
eben betrachteten zurückgeführt werden. Damit 



1 



3T 



) ( pi a ) 



—n 



sin (” + !)(« — g) . 

2 sin [a — x) 



eine Bedeutung hat, wenn die Unstetigkeiten in unendlicher 
Anzahl vorhanden sind, ist es notwendig, daß, wenn a, b 
irgend zwei zwischen — n und rc enthaltene Größen sind, 
es immer zwei andere zwischen a und b liegende Größen 
r und s gibt, so daß (p(x) im Intervalle r • • • s stetig ist. 
Denn andernfalls würde das bestimmte Integral (nach Cauchys, 
Definition, wo der Integrandus stetig ist) keine Bedeutung 
haben [so z. B., wenn der Integrandus c (bzw. d) für alle 
rationalen (bzw. irrationalen) Werte von x ist]. 

Es war Dirichlets Absicht, diese weitere Verfolgung seiner 
Untersuchungen, die mit den Prinzipien der Infinitesimalrechnung 
zusammenhängt, fortzusetzen; doch ist das nie geschehen, und 
erst Riemann , Dirichlet s Schüler, stellte die Frage auf, als 
Vorarbeit zu einer allgemeinen Untersuchung der Darstell- 
barkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe 
»Über die DarsteUbarkeit einer Funktion durch trigonometrische 
Reihen«, Habilitationsschrift von 1854, Ges. Werke, 2. Aull., 
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Leipzig, 1892, S. 266 ff.): Unter welchen Bedingungen hat 
das Zeichen 

b 

J f(x) dx 



(als Grenzwert einer gewissen Summe in Cauchy s Weise definiert; 
doch ohne Cauchy * , allerdings hinreichende Voraussetzung, 
daß f[x) stetig ist) eine Bedeutung? Die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen findet er darin, daß: 

1. f[x) im Intervalle a • • • b, zwischen endlichen Grenzen, 
bleibt. 

2. Die Summe der Intervalle, in denen die Schwankungen 
der Funktion f[x) größer sind als die beliebige kleine Zahl 0, 
unendlich klein gemacht werden kann. 

Ein Beispiel einer Funktion die, obwohl unstetig zwischen 
irgend zwei Größen, dennoch integrabel ist, bildet Riemann 
so: Sei ( x ) der positive oder negative Überschuß der reellen 
Zahl x über die nächste ganze Zahl n, und speziell Null, 
wenn x — n -f- *) ; dann ist {x) eine überall definierte ein- 
deutige Funktion von x mit Unstetigkeiten in den Punkten 
x = n -f- Die Reihe 



f' x ) =2 



v=l 




konvergiert für jedes x, sie stellt aber eine Funktion mit 

einer Untestigkeit in jedem Punkte x = dar, wo p und n 

relative Primzahlen sind. Dieses » Kondeusationsverfahren « 
erscheint direkt nachgebildet in einem von H. A. Schwarz 
(Ges. Abh. , Bd. II, S. 269) gegebenen Beispiel (vgl. auch 
G. Darbmix, Ann. de l’dc. norm. (2), Bd. IV, 1875, S. 90, 
und U. Dini, »Grundlagen für eine Theorie der Funktionen 
einer veränderlichen reellen Größe«; deutsch bearb. von 
G. Liiroth und A. Schepp, Leipzig, 1892, S. 200 — 203), und 
Hankel s Kondensationsprinzip ist aus diesem Beispiel hervor- 
gegangen. 

Der Inhalt der letzteren Hankelschen Schrift ist von G. Cantor 
(Math. Ann., Bd. XIX (1882), S. 588— 589, vgl. Anm. 14) 
wie folgt treffend gekennzeichnet: 



„ _ . . , , sin (2*71) sin(4*a) , sin 6x:r) , 

*) Es ist (x) = • — 2 — - H g — - H 
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»Es finden sich in dieser Schrift geistvolle, dem damaligen 
Standpunkte der betreffenden Fragen vollkommen entsprechende, 
auf genauer Kenntnis der einschlägigen Literatur beruhende, 
wenn auch in mancher Beziehung nicht ganz strenge Erörte- 
rungen über den Umfang des allgemeinen Funktionsbegriffes 
und die ersten beachtenswerten Versuche, Unterschiede aus- 
findig zu machen, auf die eine naturgemäße Klassifikation der 
betreffenden Begriffsgebiete gegründet werden könne. Jeden- 
falls hat diese Arbeit anregend auf die bezügliche Richtung 
der mathematischen Forschung gewirkt, wie man an vielen, 
später erschienenen Untersuchungen anderer Mathematiker 
ersehen kann, z. B. an dem verdienstvollen Werke von Herrn 
Vlisse Dini : Fondamen ti per la teorica delle funzioni di 
variabili reali. Pisa, 1878. 

»Es enthält einzelne Kapitel, die ausdrücklich der genaueren 
Untersuchung und Umgrenzung von Fragen gewidmet sind, 
die II. Hankel, wesentlich angeregt durch Riemanm Forschungen 
im Gebiete der trigonometrischen Reihen, zum ersten Male in 
oben genannter Abhandlung einer ausführlichen und selb- 
ständigen Besprechung unterzogen hat.« 

»Der interessanteste Abschnitt in Hankel s Arbeit, auf 
dessen völlige Klarstellung die Bestrebungen des Herrn Dini 
mit Erfolg gerichtet waren , bezieht sich auf eine Methode, 
die von Hankel »Kondensationsprinzip der Singulari- 
täten« genannt wird, und mit denen es ihm gelingt, aus 
Funktionen </> (x ) , die an einer gegebenen Stelle, [x = 0), 
irgend eine Singularität (wie etwa eine Unstetigkeit oder den 
Mangel eines bestimmten Differentialquotienten) darbieten, 
andere Funktionen herzustellen, mit derselben Art von Singulari- 
tät (an allen Stellen), für die x eine rationale Zahl ist. 

»Das besagte Prinzip besteht einfach in der Bildung folgen- 
der Funktion: 

00 

f[x) c r rp (sin (vTtx j), 

wobei durch angemessene Wahl der Reihenkoeffizienten c, für 
die Konvergenz dieser Reihe, sowohl wie der aus ihr hervor- 
gehenden Reihen, soweit letztere gebraucht werden, gesorgt 
werden muß«. 

Der Artikel »Grenze« ist besonders interessant, weil er 
(8. 202) uns anleitet, die Entdeckung des Verdichtungsprinzips 
(§ 4 der vorliegenden Arbeit) seiner Klassifikation der Funktionen 
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(§ 7 ebendaselbst) nackzustellen. Er fängt mit einer Be- 
sprechung der Exhaustionsmethoden , von Euklid und Arclii- 
medcs an (S. 185 — 188), und des Unendlichkeitsbegriffs bei 
Stifel , Kepler , Cavalieri, Fermat, Roberval , Pascal, Wallis und 
Leibnix, (S. 188 — 189). Hankel sagt sodann: »Das Unendliche 
tritt in meiner Darstellung nur insofern auf, als ich zuweilen 
von einer unendlichen Vielheit von Punkten reden werde. 
Daß diesem Begriffe eine Realität entspricht und wirklich (actu) 
unendlich viele Punkte, z. B. in einem jeden endlichen Linien- 
stücke vorhanden sind, w r enn wir auch mit ihrem Abzählen 
nie zu Ende kommen, bedarf keiner weiteren Auseinander- 
setzung. Treffliche Bemerkungen über den Begriff des Unend- 
lichen enthält übrigens auch die Schrift B. Bolzanos: Die 

Paradoxien des Unendlichen«. Nach der Begriffsbestimmung 
der (reellen und eindeutigen) »Funktion« einer reellen Variabein 
(im wesentlichen nach Dirichlct, vgl. Nr. 116 dieser Sammlung, 
S. 3) und die Unterscheidung des Wertes im Punkte x — a 
vom Grenzwerte im Punkte x — a, sucht er die Existenz 
einer Grenze unter der bekannten Bedingung zu beweisen 
(S. 193; vgl. oben S. 42). Wenn f(x ) sich einer Grenze nähert 
für x = a, so kann man leicht zeigen, daß notwendigerweise 
für irgend ein o )> 0 , immer ein e 0 existiert, so daß wenn 
0 < d < e 

[/■(“ + «) — /■(« + <*)]<>• 

Das Umgekehrte (daß diese Bedingung auch hinreicht) muß, 
sagt Hankel, bewiesen werden, und dies kann nur geschehen 
durch Untersuchung der Bedingungen, unter denen es keine 
Grenze gibt (für x = a). Alsdann können wir niemals e so 
klein wählen, daß, wenn 0 ö < t , 

1 f[ a + e ) — f[ a + ^)] <1 a 

bleibt. Also, "wenn f(x) sich keiner Grenze nähert, ist unsere 
Voraussetzung widerlegt, folglich gilt das Umgekehrte. 

Der Artikel enthält auch Hankels Beispiele und Klassi- 
fikation unstetiger Funktionen (m. s. die vorliegenden »Unter- 
suchungen«, Ricmanns Integrabilitätsbedingung und Beispiel 
einer »punktiert« unstetigen Funktion (S. 197 — 200), und Be- 
trachtungen über Differentialquotienten (S. 201 — 203, wo das 
Hanlcelsche Verdichtungsprinzip kurz dargestellt ist); ferner 
über das bestimmte Integral (S. 203 — 206) und unendliche 
Reihen (S. 206—211). 
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1) Zu S. 48. Cauchy hat schon 1814 auf diese Un- 
zulässigkeit hingewiesen; vgl. Nr. 112 dieser Sammlung, S. 69. 

2) Zu S. 49. Wahrscheinlich soll dies 1825 heißen (siehe 
Klass. 112 mit S. 70 — 71); vgl. oben Anmerkung 1). 

3) Zu S. 50. Über Dirichlct s Prinzip vgl. man W. F. Os- 
yoods Artikel: »Allgemeine Theorie der analytischen Funktionen« 
(Enzykl. der math. Wiss., Bd. 11, B. 1, S. 55, 1901). 

4) Zu S. 51. Das Beispiel liiemanm ist oben gegeben 
worden. 

5) Zu S. 51. Vgl. U. Dini: »Grundlagen für eine Theorie 
der Funktionen einer veränderlichen reellen Größe« , deutsch 
bearb. von J. Lüroth und A. Schepp, Leipzig, 1892, S. 88 — 90. 

6) Zu S. 51. Vgl. Anmerkung 10) für Beispiele stetiger 
Funktionen, die an keinem Punkte Diflerentialqnodenten haben. 

7) Zu S. 52. Daß jede punktiert unstetige Funktion nicht 
integrabel ist, hat zuerst H. J. S. Smith gezeigt (vgl. Anm. 17 
und 18). 

8) Zu S. 53. Diese Definition der Stetigkeit rührt von 
Bolzano und Cauchy her (vgl. oben S. 39). 

9) Zu S. 55. Dini (a. a. 0., S. 51 — 53) macht folgende 
Unterscheidung: wenn im Punkte a (der kein Endpunkt des 
Intervalls ist) eine hebbare Unstetigkeit stattfindet, wie z. B. 



für x = 0 , ± rr, ±2 7t j •••; (2) wenn f[x ) nur auf der 
einen Seite von a unstetig ist, und die Werte des f[x) auf 
dieser Seite von a einen bestimmten Grenzwert haben, so heißt 
sie eine gewöhnliche Unstetigkeit oder Unstetigkeit der 
ersten Art; wenn dagegen diese Werte von f(x) keine be- 
stimmte Grenze haben, so heißt sie eine Unstetigkeit der 
■'weiten Art. (Vgl. auch Pringsheim, a. a. 0., S. 28 — 31). 



00 
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10) Zu S. 60. Riemann (»Über die Darstellbarkeit usw.«, 
§ XIII.) hat eine Eigenschaft der Reihe 

00 

sin(j>! 7t x) 

i=i 

bemerkt, und diese Bemerkung hat wohl zuerst auf die Be- 
trachtung von Reihen der Form 

S C v S * n (vlTtx), • ■ •, 

^ cos 

geführt, die je nach Wahl der o in bezug auf Existenz der 
ersten Deri vierten unendlich oft oder sogar durchaus sich 
singulär verhalten ( Pringsheim , Enzykl. der math. Wias., 
Bd. II, S. 39). Erst Weierstrass gab, in seinen Vorlesungen 
seit 1861 ( Schwarz , Ges. Abh., Bd. II, S. 269), ein Beispiel 
einer stetigen Funktion 

00 

f[x) —^a v zo§{b v 7tx ) , 

v—O 

die (für 0 a <( 1, b ungerade und ganz) an keiner Stelle eine 
Derivierte besitzt, wenn ab^> 1 -}- | tt ist (vgl. P. du Bois-Rey- 
mvnd im Journ. für Math., Bd. LXXIX, 1875, S. 29, Weier- 
strass, Berl. Ber., 1880; Bini-Lüroth , a. a. 0., S. 223 — 225). 
Gegeben war ein anderes Beispiel, 

r=l V ‘ 

von Q. Darboux in seinem »Memoire sur les fonctious discon- 
tinues (Ann. de l’öc. norm. (2) t. IV, 1875, S. 59 — 112), 
der nicht Weierstrass, wohl aber Riemann zitiert. (Vgl. Dini- 
Lüroth, a. a. 0, S. 228 — 229.) 

11) Zu S. 60. Riemann hat wohl gemeint, daß jede stetige 
Funktion durch eine Fourierache Reihe dargestellt werden 
könne (»Grundlagen für eine allg. Theorie der Fkt. einer ver- 
änd. komplex. Größe«. Inaug.-Diss., Göttingen, 1851, § 1, 
Ges. Werke S. 3); doch ist dieses nicht richtig, wie II. A. 
Scliwarx (siehe Klass. Nr. 116, S. 54 — 55) und P. du Bois- 
Reymond (Münch. Abh., Kl. II, Bd. XII, 1876, S. 100, 
Math. Ann., Bd. X, 1876, S. 442) durch Beispiele gezeigt 
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haben (vgl. E. W. Hobson , Proc. Lond. Math. Soc. (2), 
vol. III, 1905, S. 48 — 61). Weierstrass hat aber gezeigt (Bei l. 
Ber., 1885, 8. 633, 789), daß jede stetige Funktion durch 
eine unbedingt und in jedem endlichen Intervalle auch gleich- 
mäßig konvergente Reihe ganzer rationaler Funktionen dar- 
stellbar ist (vgl. E. Borei, »Le 9 ons sur les fonctions de variables 
reelles et les döveloppements en s^ries de polynomes«, Paris, 
1901, 8. 50—66). 

12) Zu S. 61. Hier benutzt Hcinkcl die Eigenschaft der 
Reihe 



f[ x ) =2 

v— I 



<p (sinya:7r) 



( s > 3) 



gleichmäßig zu konvergieren (m. s. Ph. L. Seidel in Nr. 116 
dieser Sammlung, sowie Pringshcim , a. a. 0., S. 34 — 36). In 
der Tat, wenn unsere Reihe für fix) gleichmäßig konvergiert 
ist, so können wir 



fi x ) =2 



v=i 



fp{s\nvx7t) h 
v* m*~ 



1 (l>/z> 0) 



setzen für ein bestimmtes m und für alle in Betracht 
kommenden x. 

Daß 




erhellt aus der bekannten Formel: 



2<p[v)<f (p[x)dx. 

v=m+l J m 

Die explizite Einführung dieser Eigenschaft der gleich- 
mäßigen Konvergenz erschien zuerst bei Darboux (a. a. O.), 
der IJankeh Methode strenger zu formulieren versucht hat. 
Denn Ph. Gilbert (Brux. möm. cour., t. XXIII, 1873, S. lff.) 
hat hervorgehoben, daß durch den Umstand, daß die zu irgend 
einer einzelnen Stelle gehörige Singularität allemal unendlich 
vielen Reihengliedern zukommt, die Möglichkeit einer Kompen- 
sation nicht ausgeschlossen ist, und tatsächlich eintreten kann. 
Aber erst Dini (vgl. Dini-Liiroth , a. a. 0., S. 157 — 183) hat 
die Tragweite der Hanlcchchen Methode mit genauer Unter- 
scheidung der verschiedenen Singularitäten-Möglichkeiten ge- 
nügend festgestellt ( Pringshcim , a. a. 0., S. 37 — 38). 
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Es sei endlich erwähnt, daß wir Cantors Bemerkung (siehe 
Anm. 14) nicht so verstehen dürfen, als habe er schon 1871 
die »drei wesentlichen Mängel« der Hankelachen Methode 
erkannt. Denn in dieser Besprechung lesen wir über diese 
Methode nur: ». . . sie (die Singularitäten) treten für alle ratio- 
nalen Werte von x auf, während für alle irrationalen Werte 
dieser Veränderlichen die Funktion stetig ist und eine Ab- 
leitung besitzen wurde. Was den letzten Punkt betrifft, so 
erscheint der dafür beigebrachte Beweis nicht richtig ; die dabei 
vorkommende Größe e ist nach vorheriger Annahme der Zahl m 
gewissen Bedingungen gemäß zu bestimmen, die ihr eine solche 
Kleinheit aufzwingen können, daß e • m*~ l nicht ins Unendliche 
wachsen würde. Es würde somit die Funktion f[x) noch singu- 
lärer sein, als der Verfasser angibt.« Rankei fordert aber, daß 
e' n ins Unendliche abnehme, e • m s_1 dagegen ins Unendliche 
znnehme mit wachsendem m, was immer möglich ist (vgl. 
anch Dini-Liiroth , a. a. 0., S. 171 — 172). 

13) Zu S. 64. über diese Methode Hankch macht G. Cantor 
(»Über ein neues und allgemeines Kondensationsprinzip der 
Singularitäten von Funktionen«, Math. Ann., Bd. XIX (1882), 
S. 588 — 594) folgende Bemerkungen: 

»Diese von Hankel erfundene Methode der Kondensation 
von gegebenen Singularitäten auf alle rationalen Stellen der 
Veränderlichen x birgt, so einfach sie scheint, und so ver- 
dienstlich sie zweifellos auch gewesen ist, doch mancherlei 
Mängel in sich, die schon in einer kurzen Besprechung hervor- 
treten, die ich sehr bald nach Erscheinen der Hankeischeu 
Schrift gegeben habe. (M. s. Literarisches Zentralblatt v. 1871, 
S. 150, v. 18. Februar). 

»Erstens ist die Untersuchung der Funktion f(x) dadurch 
erschwert, daß die auf eine Stelle x — — übertragene Singu- 
larität au unendlich vielen Gliedern der Reihe gleichzeitig auf- 
tritt, nämlich an allen denen, wo, wenn p und q relativ prim 
sind, v ein Vielfaches von q ist; dadurch tritt die Möglichkeit 
einer gegenseitigen Kompensation der Irregularitäten ein, und 
es wird bestenfalls die Mühe gefordert, den Nachweis zu führen, 
daß diese Eventualität nicht vorliege. 

»Zweitens führt man durch die Anwendung des Sinus 
unter dem Funktionszeichen (p Schwankungen herbei, die den 
Gang der Funktion f{x) in überflüssiger und mit dem gesetzten 
Ziele garnicht zusammenhängender Weise komplizieren. 
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»I) rittens endlich entbehrt Hankeh Methode insofern der 
Allgemeinheit, als die Mannigfaltigkeit der Stellen, auf die 
die Singularität von <p(x) übertragen wird, die Menge der 
rationalen Zahlen ist, und es ist nicht abzusehen, inwieweit 
sich das Prinzip auf andere Mengen von Singularitätsstelleu 
verallgemeinern ließe. « 

Cantor nun hat 1873 (Jour.n. für Math., Bd. LXXVII. 
(1873), S. 258) entdeckt, daß die Menge aller algebraischen 
Zahlen, die viel umfassender und inhaltsreicher ist als die 
Menge aller rationalen Zahlen, eine abzahlbare Menge bildet; 
d. h. man kann eine solche Menge (auf viele Weisen) nach 
einem' bestimmten leicht zu definierenden Gesetze in die Form 
einer einfach unendlichen Reihe mit dem allgemeinen Gliede in,., 
wo v ein positiver unbeschränkter ganzzahliger Index ist, bringen. 
Diese Bemerkung führt, worauf Weierstrass aufmerksam ge- 
macht hat, zu einer Methode der Kondensation, die frei ist 
von den genannten Mängeln der Hanlcdschen Methode. 

Ist ep[x) eine gegebene Funktion mit der einzigen singu- 
lären Stelle x — 0, so setze' man 

CO 

fi x ) =^ c V ( p[ x — «*-)» 

1=1 

wo durch passende Wahl der Koeffizienten für die absolute 
und gleichmäßige Konvergenz der Reihe für f[x) und nötigen- 
falls auch der aus ihr abgeleiteten oder mit ihr zusammen- 
hängenden Reihen gesorgt werde. 

14) Zu S. 67. Eine Verbesserung der unzulänglichen 
Analyse Hankeis bei Darboux (a. a. 0., S. 106). (Vgl. Dini- 
Lüroth a. a. 0., S. 185.) 

15) Zu S. 69. Bei Dini ( Dini-Lüroth a. a. 0., S. 81) 
solche Funktionen sind »im allgemeinen oder abteilungs- 
weise stetig« genannt. 

16) Zu S. 72. Hankeh Ausdrücke: »die Punkte die Strecke 
erfüllen«, »die Punkte zerstreut liegen«, ersetzt man jetzt 
durch die von G. Cantor herrührenden Phrasen: »die Punkte 
überall dicht liegen«, resp. »die Punkte nirgends überall 
dicht (kürzer: nirgends dicht) liegen« (vgl. G. Cantor , Math. 
Anu., Bd. XV , 1879 , S. 2; A. Sehoenflies : »Die Entwicklung der 
Lehre von den Punktmaunigfaltigkeiten«, Leipzig, 1900, S. 63 . 

17) Zu S. 72. Der Satz ist nicht richtig, daß eine jede 
nirgends dichte Punktnienge P so beschaffen sein muß, daß 
die Summe aller Intervalle , in denen Punkte von P liegen 
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können, so klein gemacht werden kann, als mau will (daß 
der »Inhalt« von P Null ist; vgl. Schoenflies, a. a. 0., S. 87 ff.), 
oder, was auf dasselbe herauskommt, daß jede punktiert un- 
stetige Funktion integrabel ist. Dini hat 1878 (vgl. Dini-Lüroth , 
a. a. 0., 8. 341) auf die Unzulänglichkeit der Han/celschcu 
Beweise hingewiesen, während H. J. S. Smith schon 1875 
(Proc. Lond. Math. Soc., vol. VI, 8. 148; vgl. Schoenflies, 
a. a. 0., 8. 101) ein Beispiel gab einer nirgends dichten Menge 
auf der Einheitstrecke vom Inhalt J, wo 1<-/S 0, ist. 

18) Zu S. 74. A. Harnack hat, infolge der Unrichtigkeit 
des Hankelachen Satzes (siehe Anm. 17)), den Hankehchcn 
Begriff der punktierten Unstetigkeit (wo die Stetigkeitspunkte 
überall dicht liegen) so verändert, daß der Satz: jede punktiert 
unstetige Funktion ist integrabel, richtig bleibt, indem er 
definierte (Math. Ann., Bd. XIX, 1882, S. 242, Bd. XXIV, 
1884, 8. 218): punktiert unstetige Funktionen sind solche, bei 
denen die Stellen mit Sprüngen > 0 eine inhaltlose (bei Har- 
nack »diskrete«) Menge bilden. 

Diese Hamacks che Definition ist nicht allgemein in Ge- 
brauch gekommen; die von Hankel dagegen ist von Dini dem 
Umfange nach (siehe Anm. 19)) angenommen worden (Dini- 
Lüroth, a. a. 0., S. 81 — 86). Endlich der Satz von R. Baire 
(vgl. seine »Le^ns sur les fonctions discontinues « , Paris, 1900, 
Schoenflies , a. a. 0., S. 234 — 239) hat Bürgerrecht für Hankeis 
Definition [Baire sagt »ponctuellement discontinue« für stetig 
oder punktiert (punktweise) unstetig] gegeben. 

Für die Fortschritte der Integrierbarkeitslehre bei Riemann, 
Hankel, Harnack, P. du Bois-Rcymotid, Darboux, C. Jordan, 
II. Lebcsijue , u. a. siehe Schoenflies , a. a. 0., S. 177 — 217 ; Lebes- 
gue , a. a. 0.; und A. Voss, Enzykl. der math. Wiss., Bd. II, 
S. 95 ff. 

19) Zu S. 75. Dini ( Dini-Lüroth , a. a. 0., S. 81) nennt 
Funktionen punktiert unstetig, wenn sie in jedem Intervalle 
Stetigkeitspunkte besitzen; in der Tat liegen dann die Stellen 
mit Sprüngen o nirgends dicht, und vice versa (vgl. Dini- 
Lüroth, a. a. 0., S. 83 — 86). Der von Smith (a. a. 0., S. 150) 
gegen die Gültigkeit dieses vice versa erhobene Einwurf 
wendet sich unzutreffender Weise gegen die (von Hankel gar- 
nicht gemachte) Behauptung, daß allemal Stetigkeitsintervalle 
existieren müßten (Pringsheim, a. a. 0., S. 39). 

20) Zu S. 85. Dieser analytische Ausdruck leidet au dem 
Mangel, daß f(x ) an allen rationalen Stellen nicht eigentlich 

Ostwalds Klassiker. 153. 8 
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definiert erscheint [Pringsheim , a. a. 0., S. 41). Besser er- 
scheint die von Pringsheim (a. a. 0., S. 7) gegebene Darstellung 
von f[x), wo 

/•(*,) = c, = 



wo x { alle rationalen, x t alle irrationalen Zahlen bedeutet, 
nämlich : 

f(x ) — (c — d) lim T lim (cos n\ ;ix) m ~\ d, 

»i= oo Lm = co J 



(vgl. auch II. Lebesgue , »Le^ons snr l’integration et la recherche 
des fonctions primitives«, Paris, 1904, 8. 15). 

21) Zu S. 87. Dini schrieb 1878 (vgl. Dini-Lüroth , a. a. O., 

S. 49): »An eine solche Begriffsbestimmung (der , Funktion 4 ) 
knüpft sich naturgemäß auch die Frage, ob bei Aufrecht- 
erhaltung der ganzen in der Definition enthaltenen 
Allgemeinheit es stets möglich sein wird, in einem 
gewissen Intervall eine Funktion y von x für alle 
Werte der Yariabelen in diesem Intervall durch eine 
oder mehrere, endliche oder unendliche Reihen von 
Rechnungsoperationen, die man mit der Variabelen 
vornimmt, analytisch auszudrücken oder nicht. Diese 
Frage läßt sich bei dem gegenwärtigen Stand der Wissenschaft 
noch nicht in vollständig befriedigender Weise beantworten « . 
Ph. E. B. Jmrdain hat nun gezeigt (Jonrn. für Math. 
Bd. CXXVHI, 1905, S. 170), daß es (selbst integrierbare) 
Funktionen gibt, die durch keine Reihe stetiger Funktionen 
darstellbar sind.« 

22) Zu S. 90. f[x) kann für alle Stellen (x 0 • • ■ X ) un- . 
beschränkt differentiierbar sein, ohne auch nur für eine einzige 
in eine Taylorsche Reihe entwickelt werden zu können. ( Prings- 
heim, a. a. 0., S. 24, und Math. Ann., Bd. XLIV, 1894, S. 74). 

23) Zu iS. 94. Nach Pringsheim (a. a. 0., S. 8) sind diese 
Zweifel, die die Cauehy-Biem annsche Definition der analytischen 
Funktion bezüglich des Fortsetzungsbegriffes noch übrig läßt, 
freilich erst durch Weierstrass auf Grund seines Funktions- 
begriffes definitiv erledigt worden (Berl. Ber., 1880, S. 729, 
Werke, Bd. II, S. 210; vgl. auch Ph. L. Seidel , Jonrn. für 
Math., Bd. LXXIII, 1871, S. 300) Weiersfrass bemerkt, daß 
die Reihe 



v( 1 ) 

^ \x‘ +X- 1 '/ 
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zwei verschiedenen Funktionen angehört, die eine innerhalb, 
die andere außerhalb der Kreise [x] = 1 . Über derartige 
Fragen vgl. man E. Bord , »Le^ons sur la thdorie des fonctions«, 
Paris, 1898, S. 100—101. 

24} Zu S. 95. Daß die Bedingung auch hinreicht für 
die Existenz hat Hankel nie bewiesen (vgl. oben S. 42). 

25) Zu S. 95. Genau dieselbe Bemerkung wie in 21) 
gilt bezüglich dieser Beispiele. 

26 y Zu S. 99. Daß die durch Fouriersche Reihen darstell- 
baren, innerhalb sehr weiter Grenzen willkürlichen reellen 
Funktionen sich als Grenzfalle analytischer Funktionen auf- 
fassen lassen, hat auch Weierstrass bemerkt (vgl. S. Pinchcrle , 
Giorn. di mat., t. XVIII, 1880, 8. 254, Pringsheim, a. a. 0., 
S. 8, W. F. Osgood , Enzykl. der math. Wiss., Bd. II, B 1 
S. 55). 

27) Zu S. 100. Man sehe die Anm. 23). 
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